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ПРЕДИСЛОВИЕ 


Настоящая книга имеет своей целью способствовать изу- 
чению основных исходных положений, результатов и методов 
современной алгебры. В ряду алгебраических дисциплин, со- 
ставляющих в совокупности то, что в последнее время часто 
стали называть общей алгеброй (по-видимому, лучше было 
бы говорить: общей теорией алгебраических действий), тео- 
рия групп занимает бесспорно первое место как наиболее 
развитая из этих дисциплин. Естественно начинать изучение 
современной алгебры именно с теории групп. Однако следует 
учитывать современное положение дел в алгебре, где теория 
групп представляется как раздел, близко соприкасающийся 
с рядом других алгебраических теорий. Что касается исход- 
ных положений даже самой теории групп, то наиболее есте- 
ственно они могут быть приняты и усвоены в связи с идеями 
общего характера, выходящими за пределы собственно теории 
групп. Этими соображениями определяются рамки, ограничиваю- 
щие материал данной книги. Здесь изучаются начальные раз- 
делы теории групп, излагаемые на базе общих понятий, что 
делает одновременно и более естественными основы самой 
теории групп и служит подходящим фундаментом для изуче- 
ния иных алгебраических дисциплин. 

Уже давно обращалось внимание на важную роль алгебры 
в математике. Именно в алгебре часто формируются идеи, 
понятия и методы, которые в дальнейшем распространяются 
и на другие области математики. Поэтому ознакомление с OC- 
новами алгебры необходимо для математиков различных специ- 
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альностей. При этом начинать желательно возможно раньше 
с первых же курсов университетов и педагогических инсти- 
тутов. Однако на пути этого имеется значительное методи- 
ческое препятствие. Обилие, сложность и большая общность 
(«абстрактность») понятий крайне затрудняют овладение этим 
материалом для тех, кто только приступил к изучению выс- 
шей математики. Наиболее успешный путь для преодоления 
этой трудности заключается в следующем. Знакомясь с поня- 
тиями, надо иллюстрировать их возможно ббльшим числом 
конкретных примеров, показать, как они реализуются в OT- 
дельных случаях. При этом желательно, чтобы это не было 
просто продемонстрировано преподавателем (или автором 
книги), но чтобы изучающий в известном смысле самостоя- 
тельно подошел к этому. Активная роль обучающегося явля- 
ется залогом полного и действенного усвоения материала. 

Указанные соображения были ведущими для создания дан- 
ной книги. В каждом разделе сначала в краткой форме со- 
общаются основные понятия. Затем приводятся примеры, кон- 
кретизирующие эти понятия. Путем последовательного выпол- 
нения ряда упражнений читатель сам приходит к доказательству 
ряда свойств данных понятий. Среди этих свойств встречаются 
такие, которые являются важными исходными теоретическими 
результатами в данной области, а также и менее значитель- 
ные, но полезные вспомогательные свойства и, наконец, просто 
тренировочные упражнения. 

Авторы надеются, что начинающий математик, проработав- 
ший эту книгу (полностью или частично), сможет не только 
запомнить и усвоить, но и творчески овладеть исходными 
понятиями, некоторыми результатами и методами теории групп. 
После этого он уже смело может приниматься как за более 
углубленное изучение самой теории групп, так и за ознаком- 
ление с другими направлениями современной общей алгебры. 

Разумеется, успех будет увеличен, если параллельно с ра- 
ботой над данной книгой читатель будет иметь возможность 
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слушать лекции специалиста, пользоваться его советами и 
указаниями или использовать другие книги (список соответст- 
вующих книг, имеющихся на русском языке, приводится 
в конце книги). Это тем более важно, что в соответствии 
с направлением и характером данной книги в ней не приво- 
дится подробных разъяснений и обоснования значений вво- 
димых понятий и получаемых результатов, не излагается исто- 
рия вопроса, причины возникновения тех или иных понятий. 
Для того чтобы познакомиться с этим, так же как и для по- 
следующего дальнейшего углубленного изучения материала, 
необходимо чтение специальных монографий или соответст- 
вующие лекции. 

Учитывая, однако, что различные читатели могут оказаться 
в весьма различных условиях в отношении сказанного выше, 
данная книга составлена так, что при работе с ней нет Heno- 
средственной жесткой необходимости пользоваться каким-либо 
определенным дополнительным источником. В известном смысле 
она автономна. Это должно увеличить возможности ее приме- 
нения. Разумеется, читатель, получивший ряд сведений из дру- 
гого источника, просто пропустит соответствующие упражне- 
ния, рекомендуемые данной книгой. 

Для задач, приводимых в книге, даются ответы. Для более 
трудных — указания, кратко намечающие путь решения. Около 
номеров задач, для которых приведены указания, стоит буква У. 
Номера упражнений, результаты которых представляют 
значительный теоретический интерес, сопровождаются бук- 
вой Т. 

Некоторые задачи сопровождаются и примечаниями, цель 
которых обычно состоит в том, чтобы обратить внимание 
на те или иные особенности в решении или значении получен- 
ного результата, которые заслуживают внимания, но могли 
остаться незамеченными. 

Материал разбит на главы и параграфы. Задачи соответ- 
ственно нумеруются внутри каждого параграфа отдельно с 
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указанием номера главы и параграфа. Например, 2.3.13 озна- 
чает тринадцатую задачу в третьем параграфе второй главы. 

Разумеется, отдельные задачи могут оказаться близкими 
к задачам, приводимым в качестве упражнений в том или ином 
теоретическом курсе, или представлять собою те или иные 
доказываемые там утверждения. Каких-либо указаний в та- 
ких случаях не делается хотя бы потому, что большею частью 
трудно выяснить, когда и кто именно впервые предложил со- 
ответствующую задачу. 

На последнем этапе работы с книгой авторы получили 
большое количество полезных и ценных советов от 3. И. Бо- 
ревича, которому выражают искреннюю благодарность. 


ГЛАВА 1 
МНОЖЕСТВА 


$ 1. Исходные понятия теории множеств 


Пусть определено некоторое свойство, относительно которого 
про всякий предмет, который может быть рассмотрен в какой-либо 
математической теории, можно в принципе сказать, обладает он 
этим свойством или нет. Тогда все взятые вместе предметы, обла- 
дающие этим свойством, мы можем представлять себе как некий 
новый математический предмет, который называется множеством, 
состоящим из всех предметов, обладающих указанным свойством. 
Сами эти предметы называются элементами данного множе- 
ства. 

Таким образом, для задания какого-либо множества можно или 
формулировать то свойство, облацание которым делает какой-либо 
математический предмет его элементом, или указать все его эле- 
менты. (Собственно говоря, факт принадлежности каждого из эле- 
ментов заданному множеству тоже можно рассматривать как не- 
которое свойство. Таким образом, оба подхода различны лишь по 
внешнему оформлению.) 

Тот факт, что х является элементом множества М, записывается 
так: xE М. В этом случае говорят также, что х входит в М, x co- 
‘держится в М или что х принадлежит М. 

Два множества равны, т. е. совпадают, если они состоят из од- 
них И тех же элементов. Поэтому доказательство равенства двух 
множеств М и N обычно состоит из двух частей. Сначала доказы- 
вается, что для каждого xE М имеет место xE №; затем что для каж- 
iora yE N имеет место yE M. 

аравне с термином «множество» употребляются в том же смы- 
сле термины «совокупность» и «класс». При этом надо, однако, ого- 
ворить, что в некоторых более глубоких аксиоматических теориях 
делается различие между понятиями «множество» ‘и «класс». 
В пределах этой книги в этом нет необходимости и никакого 
различия между терминами «класс» и «множество» мы делать 
не будем. 

То, что некоторое множество М состоит из элементов 
X, у, .... [,..., МЫ будем записывать при помощи фигурных скобок: 


Maa IEP a hunk 
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Если элементы множества обозначаются при помощи некоторых 
индексов, например Xas Хь, ..., Хь..., то пишут также 


M={x;} um Мс, 


где Г — множество всех индексов: Г == {а, В, ..., &...}. 

В пределах данной книги у нас не будет необходимости делать 
различие между каким-либо предметом х и множеством {x}, CO- 
стоящим из одного этого элемента X (одноэлементное множество), . 
хотя в некоторых иных теориях такое различие необходимо. 

Множество может состоять из конечного числа элементов (лю- 
бого) или быть бесконечным. Среди множеств рассматривается так- 
же и так называемое пустое множество, не имеющее ни одного 
элемента. Мы будем обозначать пустое множество знаком (р. 

Если все элементы некоторого множества М являются одно- 
временно элементами другого множества М, то говорят, что М есть 
подмножество множества N (или что М содержится в №) и пишут 
MEN или ММ. | 

Подмножествами множества N являются, в частности, само N 
и пустое множество. Эти подмножества называются несобственными. 
Прочие подмножества называются собственными подмножествами 
множества N. 

Непосредственно ясно, что одновременное выполнение для двух 
множеств условий MIN и NE равносильно равенству этих 
множеств: М = N. 

Для двух множеств М и М’ объединением их (иногда говорят 
также теоретико-множественной суммой) называют множество, 
состоящее из всех элементов, являющихся элементами хотя бы 
одного из множеств М или М’. Объединение обозначается нерез 
M | M. 

Пересечением М и М’ называют множество, состоящее из всех 
элементов, являющихся одновременно и элементами М и элемен- 
tamu М’. Пересечение обозначается М N М’. Если М N М' =, то 
говорят также, что М и M' не пересекаются. 

Пусть задана совокупность множеств: 


{Mu Mg, +9 Mg, n} = {МЕ} ст T= {9, В, seei 6, nefe 


Объединением всех множеств Mg называется множество, обозна- 
чаемое через | 


Ma U Mg U s... s М: U ... 
ИЛИ U МЕ, которое состоит из всех элементов, входящих элементами 
БЕГ 


хотя бы в одно из МЕ. 
Пересечение, обозначаемое через 


М, М, п... 


U M: 
ira 


есть множество, состоящее из всех элементов, являющихся одно- 
временно элементами каждого из множеств Mg. ; 


или через 
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Если в множестве М заданы его подмножества М,, Mg, ... Ta- 
кие, что их объединение равно М: 


М=мМ, U М; ЕР 


и никакие два из этих подмножеств не имеют ни одного общего 
элемента (не пересекаются), то говорят, что М есть непересекаю- 


щееся объединение множеств М,, Мь,... Говорят также, что опре- 
делено разбиение М na классы Ma, Мь,... Если при этом все MHO- 
жества Ma Мь,... не пусты, а количество их более одного, то 


говорят о собственном разбиении. 

Для двух множеств Ми N через MNN обозначается множе- 
ство всех тех элементов из М, которые не являются элемен- 
тами из N. 

Пусть даны некоторое множество М и некоторое множество 
индексов (т. е. элементов, которые рассматриваются только как 
различительные знаки) 

Pasa В... 


Каждому из индексов Ё С Г сопоставлен некоторый элемент Xg из М. 
При этом некоторым различным индексам может оказаться сопо- 
ставленным один и тот же элемент из М. Тогда говорят, что 
(Xas Xg :..) = (Xe)t er есть некоторое семейство элементов из М. 


Например, бесконечная последовательность чисел есть семейство 
чисел, в котором множество индексов состоит из всех натуральных 
чисел: Г.2. 3... 

Пару элементов (x, у) из некоторого множества М, взятых в 
определенном порядке, можно рассматривать как семейство эле- 
ментов из М с множеством индексов {1, 2} (то, что х стоит в этой 
паре на первом месте, означает, что х сопоставлен первому ин- 
дексу l, стоящий на втором месте у сопоставлен индексу 2). 

Пусть для некоторого множества индексов Г == {а, В, ...} Kax- 
дому индексу С Г сопоставлено свое множество (причем допу- 
скается, что некоторые из множеств М), Mg» ... ИЛИ даже все они 
совпадают друг с другом). Декартовым произведением множеств 
M., Mg ... называется множество всех элементов X следующей 
природы. 

Произвольным образом каждому индексу EET сопоставляется. 
элемент Xg E МЕ. Это и определяет x: 


x= (x) ET X = (Ха, Xps ...) 
( Xa E Mas Xg E Mọ, = 


Можно сказать, что х является семейством элементов множе- 
ства |) М2: с множеством индексов Г (как видно, не любым семей- 
БЕГ 


ством, а таким, что xg EÉ Mg для каждого СГ). Декартово произве- 
nenne множеств Ma, М», ... обозначается через 


M, X M; X... X МЕ... Е ЕТ) 


M X M; 
EET 


или короче 
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В случае, когда множество индексов Г декартового произве- 
дения конечно и состоит из п элементов, обычно считают, что ин- 
‚ Дексами являются числа l, 2,..., п. Само декартово произведение 
записывается тогда как М, ХМ, Хх... Х Mn, а элементы этого 
декартового произведения записывают в виде конечной последо- 
вательности 


(Xis Хх» ..., Xn) (где хм Мь № ЕМЬ, ..., х Е Мо). 


В частносги, множество всевозможных последовательностей из 
п элементов, принадлежащих некоторому множеству М, есть не 
что иное, как декартово произведение Мх МХ... ХМ 


— ани "а 
п раз 


1.1.1. Выяснить, элементами каких из нижеследующих 
множеств являются следующие числа: 


3 = l 1 1 
= и: Не. } 
E = 5, и р 7» L р, и — р, 2-1 


Множества: 

М, — множество всех натуральных чисел; 

М. — множество всех целых чисел; 

М; — множество всех рациональных чисел; 

М; — множество всех положительных вещественных чисел; 

М; — множество всех комплексных чисел 2, обладающих 
тем свойством, что 2 == 2; 

М — множество всех таких чисел г, что 2? Æ г. 

1.1.2. Какие из матриц: 


= l 8 ‚= a, =. 
Be 13 


|? 4 "= 3\ 


Di 4 6l 


являются элементами множества всех матриц, определитель KO- 
торых равен 1? 

1.1.3. Сколько элементов содержит множество всех корней 
уравнения 


28 — 291 х= 0? 


1.1.4. Для множеств M, Ma Mg, M, М, задачи 1.1.1 Bhl- 
яснить, какие из них будут подмножествами других? 
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1.1.5. Пусть f(x) и Ф(х) — два алгебраических полинома. 
Доказать, что множество корней полинома F (х) =1(х)® (<) 
есть объединение множества корней полинома f(x) и MHO- 
жества корней полинома ф (Хх). 

1.1.6. Найти пересечение множества всех целых неотрица- 
тельных чисел и множества всех целых неположительных чисел. 

1.1.7. Для всякого вещественного числа р обозначим через 
М, множество всех вещественных чисел, больших р. Найти: 
1). Ом, 2) (\ M, (объединение и пересечение берутся по 

о 


Bce вещественным числам р). 
1.1.8. Пусть М, есть множество всех натуральных чисел, 
делящихся на натуральное число п. Найти: 
1) (J M, (объединение по всем натуральным п); 
n 


2) (\ M, (пересечение по всем натуральным п); 
п 


3) Mn (\ Mm; 
4) UJM, (объединение по всем простым числам р=2, 3, 
р 


Е: 
1.1.9.Т. Доказать, что для произвольных множеств М, Ми S 
выполняются соотношения: 


MUJM=M, МП M=M, 

MU N=NUJM, MA N=NANM, 
MU(NUS)=MUN)US,. 
MANNANN=MAN)NS, 
MANUS=MANN)U (MNS), 
MU(NASN=MU MN (М5) 


1.1.10. Найти для произвольного множества М: 1) MU ©; 


2) МГ\Ф. 
1.1.11. Пусть М есть некоторое множество. Рассматривая 
его подмножества, будем для АС. М применять обозначение 


А—=М\ А. Найти для А, B C М: 
ПА; 2) АА; 3) А[\4; 4 (АСВ) 
5) (АПВ); 6) (АПВ) О (ANÉ; 7) AU АПВ) 
8) АППВ ПВ) 9) №; 10)Ф.. 


14 МНОЖЕСТВА - > 


1.1.12. Найти число подмножеств множества, состоящего 
из четырех элементов. Найти число pasan THH его COŐCTBEH- 
ных разбиений. 

1.1.13. Из числа указанных ниже множеств подобрать та- 
кие их системы, которые осуществляли бы разбиение множе- 
ства всех целых чисел: 

Ме = {0}, 

М, = {1 

М. — множество всех целых положительных чисел, 

Mg — множество всех целых отрицательных чисел, 

М, — множество всех четных чисел, 

М; — множество всех нечетных чисел, 

М, — множество всех простых натуральных чисел, 

М: — множество всех составных натуральных чисел. 

1.1.14. Пусть даны два разбиения множества M: 


Mz Y A p Me J B. 
Будет ли образовывать разбиение М совокупность всевозмож- 


ных непустых множеств вида А, () В}? 
1.1.15. Для каждого элемента х множества М полагаем 


№, — М\\ {х!. 
EF Na 


хЕМ 


Найти 


1.1.16. Обозначив число элементов конечного множества 
X через m (X), доказать, что для любых конечных множеств 
М, М, $ имеют место соотношения: 


р m(MUN=m(M)+m(N)—m(MN N) 
2) m(M U NU S)= 
= m (M) + m (N)+ т (S)— m (M f N) — 
—m(M AS — mN ASAH mMMANAS). 


Сформулировать и доказать аналогичную формулу для npo- 
извольного числа конечных множеств. 

1.1.17. Сколько семейств элементов можно составить из 
чисел множества {— 1, 0, 1} с множеством индексов {1, 2, 
3, 4, 5}? 
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1.1.18. Выписать все элементы декартового произведения 
трех множеств: 


М ={— Ц, М, =ца, В, ©, M = {a}. 


1.1.19. Сколько элементов в декартовом произведении 
трех конечных множеств, состоящих из Ау, ko и А. элементов? 

1.1.20. Каково должно быть разбиение конечного множе- 
ства M на два непустых класса: 


М = М, (U) Ma 


чтобы декартово произведение MiX M, имело наибольшее 
число элементов? 


$ 2. Отображения множеств 


Пусть даны два множества А и В. Отображением o множест- 
ва Ав В называется такое правило, которое каждому элементу а 
множества А ставит в соответствие некоторый вполне определен- 
ный элемент множества В, который в этом случае обозначают че- 
рез ọ (а) или через. ‹а и называют образом элемента а при OTO- 
бражении ‹. Если при этом для любых не равных между собой 
элементов а, G'E A их образы ọ(a) и ọ(a') всегда различны, то 
отображение называется взаимно однозначным. 

Если для всякого СВ существует аСА (все равно, один или 
несколько) такой, что ọ (4) =, то говорят, что ® является отобра- 
жением А на В (следует всегда обращать внимание на то, гово- 
рится ли об отображении «на» или «в», при этом первое является 
частным случаем второго). 

Для А’С-А под ọ(A') (также ọA') понимают множество всех 
образов ọ (x) элементов X E A'. Множество х (А’) называют образом 
подмножества А’ при отображении $. Тем самым х является OTO- 
бражением А на В тогда и только тогда, когда ọ (А) == В. 

Пусть В’с- В. Совокупность всех aC А таких, что ® (а) СВ', 
называют полным прообразом множества В'. 

Пусть отображение ọ множества А в множество В взаимно 
однозначно. Тогда естественным образом определяется отображе- 
ние множества (AÅ) на множество А, называемое обратным K ọ H 
обозначаемое через х 1. Именно, для каждого 2х (А) существует 
и ввиду взаимной однозначности $ единственный элемент ас А 
такой, что 


ọ (а) =z. 
Поэтому можно положить 
$ (2) =a. 


При отображении A в В множества А и В могут иметь общие 
элементы, а в частности и совпадать. 


д 
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Элемент AE A называется неподвижной точкой отображения $, 
если © (а) = а. 

Пусть ч‹;, есть отображение множества А, в множество B, 
а a — отображение А, в Ba, причем А, Œ А, и В, Œ Ba Отобра- 
жение $. называется продолжением отображения Qı, если $1 и Y3 
на А, совпадают, т. e. для любого a E A, имеет место o; (a) =, (а). 
`/ Два множества А и В называются равномощными (или имею- 
щими равную мощность, или эквивалентными), если существует . 
взаимно однозначное отображение А на В (а тем самым, как сле- 
дует из 12:9, H взаимно однозначное отображение В на А). 

Говорят, что мощность множества А меньше мощности В, 
если они неравномощны, но А равномощно некоторому подмно- 
жеству множества В. 

Под мощностью множества М понимают знак, сопоставленный 


‘классу всех множеств, равномощных М (следует принять во внима- 


ние 1.2.15). Мощности называют также кардинальными числами. 

= Под мощностью конечного множества, состоящего из п эле- 
ментов, понимают число п. Про бесконечные множества говорят, 
что их мощность бесконечна. 

Множество, равномощное множеству всех натуральных чисел, 
называется счетным. Тем самым счетность множества есть не что 
иное, как возможность перенумеровать все его элементы при по- 
мощи всех натуральных чисел. ` 

Известна важная теорема, которая, впрочем, нами в даль- 
нейшем не будет использоваться. 

Для любых двух множеств A u В всегда имеет место одна 
и только одна из трех возможностей: ` 

1) А равномощно В; 

2) мощность А меньше мощности В; 

3) мошность В меньше мощности А. 

Необходимо отметить, что в некоторых математических ра- 
ботах образ элемента а при отображении х нередко обозначают 
через ay или а? (вместо ха==е (а), принятого в настоящей книге 
и вообще являющегося более распространенным). | 


V 1.2.1. Пусть конечное множество А состоит из MN элемен- 
тов и конечное множество В из M элементов. Определить 
число различных отображений А в В. Определить, когда су- 
ществуют отображения А на В и когда существуют взаимно 
однозначные отображения А в В; когда существуют взаимно 
однозначные отображения А на В и каково их число. 

y 1.2.2.Т. Доказать, что всякое бесконечное множество обла- 
дает счетным подмножеством. 

Примечание. Это означает, что мощность счетного 
множества меньше или равна мощности всякого другого бес- 
конечного множества. 
№ 1.2.3.У. Пусть А есть множество целых чисел, В — MHO- 
жество всех натуральных чисел и С — множество всех про- 
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стых натуральных чисел. Существуют ли такие взаимно од- 
нозначные отображения Фх множества С на Аи С на В, что 
для р: = ре (Pi Pa < С) всегда имеет место 


ф (р1) = $ (рэ)? 


'/1.2.4. Сколько существует отображений множества М == 
= {а, b, с, d} в себя, имеющих неподвижные точки? 

Ti 1.2.5. Пусть п — фиксированное натуральное число, ф — 
отображение множества всех натуральных чисел М=={1, 2, 3,...}\ 
в себя, ставящее в соответствие каждому А С М число 


п— k (если АХ п), 


TE 
' n+ k (если k =n). 

Будет ли Ф взаимно однозначным? Каков` образ ® (М)? 

\/ 1.2.6. Пусть № — множество всех непрерывных веществен- 
ных функций, заданных на всей вещественной оси, Y — OTO- 
бражение Л в себя, ставящее в соответствие каждой функции 
f(x) из N функцию 


è — ПЛ(х).. 


Будет ли Ф взаимно однозначным? Является ли Ф отображе- 
нием N на само себя? 

\ y 1.2.7. Пусть $ — множество всех вещественных функций, 
заданных на всей вещественной оси; й (х) — некоторая фик- 
‘сированная функция из их числа. Пусть ф, — отображение $ 
в себя, ставящее в соответствие функции f(x) © $ функцию 


h(x) f(x). 


Какому условию должна удовлетворять функция h(x), 
чтобы соответствие Ù; было взаимно однозначным? 
Примечание. Результат сопоставить с результатом пре- 
дыдущей задачи. 
\/ 1.2.8. Каждому треугольнику T, длины сторон которого 
суть а, b, с, сопоставим треугольник T’, стороны которого 
имеют длины 


а--5 b+c са 
а а 2e 


Будет ли отображение множества всех треугольников в себя, 
ставящее в соответствие треугольнику T треугольник T, 
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взаимно однозначным? Будет ли оно отображением этого мно- 
жества на себя? Какие треугольники являются неподвижны- 
ми точками этого отображения? 

\/ 1.2.9. Пусть Ф — взаимно однозначное отображение MHO- 
жества А в множество В. Доказать, что обратное отображе- 
ние ф'! множества ọ (Å) на А является взаимно однозначным. 

1.2.10. Пусть ф — взаимно однозначное отображение мно- 
жества А в В. Доказать, что (9t)! ==. 

1.2.11. Пусть множество М представлено в виде непере- 
секающегося объединения подмножеств, состоящих из одного 
или двух элементов, и пусть ф — такое отображение множе- 
ства М в себя, что ọ (x)= х, если элемент х один составля- 
ет одну из компонент указанного разбиения, и ® (x)= у, если 
х входит в компоненту разбиения, состоящую из двух элемен- 
тов, и у является вторым элементом этой компоненты. Дока- 
зать, что ф взаимно однозначно и что ©! =. 

1.2.12. Пусть 9 — такое взаимно однозначное отображе- 
ние множества М в себя, что $ '\==. Доказать, что Ф MO- 
жет быть получено методом, описанным в предыдущей задаче. 

1.2.13.Т. Пусть мощность множества А меньше или равна 
мощности множества В, а мощность В в свою очередь мень- 
ше или равна мощности множества С. Доказать, что мощ- 
ность А меньше или равна мощности С. 

1.2.14. Доказать, что мощность любого конечного множе- 
ства меньше мощности любого бесконечного множества. 

1.2.15.Т. Пусть множество А равномощно множеству В, 
а В равномощно множеству С. Доказать, что множества Аи 
С равномощны. 

1.2.16. Доказать, что всякое бесконечное подмножество 
счетного множества само счетно. 

1.2.17. Дано счетное множество конечных множеств М,, 
Mə ... Доказать, что их объединение |) Mp конечно или 

k 


счетно. 
1.2.18.Т.У. Пусть множество множеств ИМ, (^ =1, 2, ...) 
конечно или счетно. При этом каждое из множеств М, KO- 
нечно или счетно. Доказать, что объединение |) M, является 
k 


конечным или счетным. Выяснить, когда имеет место первое 
и когда второе. 

1.2.19.Т.У. Доказать, что множество всех рациональных 
чисел счетно. | 


f 
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1.2.20.У. Пусть множество М бесконечно и множество 
N конечно или счетно. Доказать, что мощности множеств М 
и MJN равны. 

1.2.21.У. Доказать, что множество всех полиномов с ра- 
циональными коэффициентами счетно. 

1.2.22. Доказать, что множество всех матриц с рациональ- 
ными коэффициентами счетно. 

1.2.23.Т.У. Доказать, что множество всех вещественных 
чисел Г таких, что O< г = 1, несчетно. 

1.2 24.Т.У. Доказать, что множество вещественных чисел 
несчетно. | 

Примечание. Мощность множества всех вещественных 
чисел называется континуумом. Про множества, равномощ- 
ные этому множеству, говорят, что они континуальные или 
континуальной мощности. 

1.2.25.Т.У. Комплексное число называется алгебраическим, 
если оно является корнем некоторого отличного от нуля по- 
линома одной переменной с целыми коэффициентами. Числа, не 
являющиеся алгебраическими, называются ` /72рансцендентны.ми. 

Доказать, что множество всех алгебраических чисел счет- 
HO, множество всех трансцендентных чисел несчетно, множе- 
ство всех вещественных трансцендентных чисел несчетно. 

1.2.26.У. Доказать, что следующие множества точек пря- 
мой все равномощны между собою: 

1) множество всех точек прямой; 

2) множество всех точек произвольного открытого отрез- 
ка прямой; 

3) множество всех точек произвольного замкнутого от- 
резка прямой; 

4) множество всех точек прямой, не входящих в некото- 
рый выделенный отрезок (все равно, замкнутый или открытый). 

1.2.27.У. Пусть А и В — произвольные множества, но 
только В содержит не менее двух элементов. M — множество 
всевозможных отображений А в В. Доказать, что мощность 
множества M больше мощности множества А (А + Ø). 

1.2.28.У. Пусть Ри — множество всех подмножеств множе- 
ства M. Доказать, что мощность множества Ри больше мощ- 
ности множества М (М = Ф). 

1.2.29. Пусть отображение Q есть продолжение отображе- 
ния $. Если $. взаимно однозначно, то и $; будет взаимно 
однозначным. Доказать. 
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1.2.30. Пусть $1, ə P3 — отображения некоторых MHO- 
жеств, причем $3 — продолжение $, а Q — продолжение фи. 
Доказать, что $3 является ‘продолжением отображения Q). 

1.2.31. Пусть М№М— множество всех натуральных чисел и 
№ — множество всех натуральных четных чисел; ф — HEKO- 
торое отображение №’ в N. Когда найдется взаимно однознач- 
ное отображение множества № в себя, являющееся продол- 
жением отображения ©? 


$ 3. Бинарные отношения 


Пусть даны два множества Q, и Q. Их декартово произведе- 
ние Q, X Q, т. e. множество всевозможных пар вида (а, В), где 
a E Q, H B С Qo, называется универсальным бинарным отношением 
между элементами Q, H Qy (при этом существенно, в каком по- 
рядке упоминаются множества Qı и Q). Всякое его подмножество 
p Œ Q; X Q, называется бинарным отношением между элементами 
Q, и Qo. 

Пусть p— некоторое бинарное отношение между элементами 
множеств Q, и Q, Говорят, что элементы «С Q; H B E Q, нахо- 
дятся между собою в этом отношении, если (а, 8) Ср. Помимо 
указанной записи включения мы. будем также употреблять для 
этого запись 

a ~ В (p). 


Для некоторых бинарных отношений существуют особые знаки, 
употребляемые аналогичным образом вместо ~. Если ясно, о каком 
отношении идет речь, указание в скобках на данное бинарное OTHO- 
шение может быть опущено. 

Отметим, что нередко условие (a, В) Е р записывают в виде apß. 

Пусть р — бинарное отношение между элементами множеств 
О, и 9.. Через pr; р обозначается совокупность всех таких эле- 
ментов 4& С Q для которых найдется такой В С Q., что a~ В (р). 
Аналогично определяется prop Œ Qo. 

Пусть бинарное отношение р между элементами множеств Q, 
и Q таково, что pr; p =Q; и prep =®., причем а, ~B (p) и ав (2) 
‘имеет место лишь при а, =а,, так же как a~ В, (p) и а В» (р 
имеют место лишь при В, =В.. В этом случае говорят, что р осу- 
ществляет взаимно однозначное соответствие между элементами 
множеств А и В. Для наглядности часто пишут: 


ag — ВЕ, ay — В», р 


где a~ В: (p), an ~ В, (P), ... В силу свойства р здесь каждый эле- 
мент &g из А встречается лишь один раз только в одной из этих 
пар (о; —- №) и каждый элемент В, из В встречается лишь один раз 
только в одной из этих пар (an — Вл ). 

Для бинарного отношения р между элементами множеств 2; 
и Qy определяется естественным образом бинарное отношение р* 
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между элементами Q и Q, согласно которому В ~a (p¥) для B E Q, 
H a É Q, имеет место тогда: и только тогда, когда а ~$ (p). 

Отношение р* называется транспонированным относительно р 
(или, как чаще говорят, обратным, употребляя при этом обозна- 
чение р! вместо принятого здесь р*). 

Так же для р определяется дополнительное бинарное отноше- 
ние р между элементами Q, и Q, согласно которому a~ В (6), где 
a E Q, ВС Q, имеет место для всех тех пар (а, 8), которые не co- 
держатся В р. 

Поскольку бинарные отношения являются подмножествами 
универсального бинарного отношения Q, X Q, понятно, что озна- 
чают для них выражения: р, CZ Pas р, U Pos Pi || Po 

В дальнейшем нас, как правило, будут интересовать бинарные 
отношения в одном и том же множестве Q, т. €. подмножества де- 
картова произведения Q X Q. 

Универсальное бинарное отношение Q X Q будем часто обо- 
значать через wo или просто œ, когда ясно, о каком Q идет речь. 


Пустое бинарное отношение, т. е. бинарное отношение, пред- 
ставляющее собою пустое подмножество Q; X Qa, обычно так и 
будем обозначать через Ø | 

Диагональю в множестве Q называется бинарное отношение ДА, 
согласно которому a~ (A) имеет место тогда и только тогда, 
когда а = В. 

Пусть р — бинарное отношение в множестве Q. Оно называется 
рефлексивным, если для любого а © Q имеет место а ~a (p). 

6 называется транзитивным, если из а ~$ (p) и B~ 1 (р) всегда 
следует а ~ y (р). 

р называется симметричным, если из a~ В (pẹ) всегда следует 
B — а (р). Отношение р называется антисимметричным, если ни для 
каких а, 8 С ©, где а -^ В, невозможно одновременно а — В (р) и Ва (p). 

Бинарное отношение в Q, обладающее свойствами рефлексив- 
ности, транзитивности и симметричности, называется отношением 
эквивалентности или просто эквивалентностью в Q. 

Отметим, что в том случае, когда бинарное отношение р 
является эквивалентностью, наравне с обозначением а — В (р) в ли- 
тературе часто употребляется обозначение а = В (р). 

Пусть р— некоторая эквивалентность в множестве М. Если 
x~ y (p) (а потому и y~ x (6)), TOX и у называются эквивалент- 
ными относительно р или р-эквивалентными. Непустое подмно- 
жество А множества М называется р-классом, если всякие два 
элемента из К являются р-эквивалентными и никакой элемент из К 
не эквивалентен никакому элементу из MNK. Множество всех 
о-классов обозначается обычно через М]. 

Бинарное отношение в ®, обладающее свойствами рефлексив- 
ности, транзитивности и антисимметричности, называется отноше- 
нием упорядоченности, или просто упорядоченностью, или, как 
еще говорят, порядком (иногда говорят «частичная упорядочен- 
ность», «частичный порядок»). 

Упорядоченность р в Q называется линейной, если для любых 
а, 8 С Q всегда выполняется a~ В (р) или B~ a (p). Линейно yno 
рядоченное множество иногда называют цепью. 
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Линейная упорядоченность р называется полной, если в любом 
непустом подмножестве Q'CZQ найдется такой элемент ау © Q’, 
YTO ao ~a (р) имеет место для всех а С W. 

Для упорядоченностей вместо знака ~ чаще употребляется 
знак < (или сходный знак <). При этом a =ß понимается как 
равнозначное с В—<а. При «=<8В(р) говорят, что элемент а пред- 
шествует элементу В относительно упорядоченности P. 

Множество, рассматриваемое относительно некоторой опреде- 
ленной в нем упорядоченности, называется упорядоченным, а если 
упорядоченность линейная или полная, то линейно упорядоченным 
и вполне упорядоченным. 

Элемент 4 упорядоченного множества Q называется макси- 
мальным, если а < В невозможно ни для какого В С Q, отличного 
от а, и минимальным, если 1=< а невозможно ни для какого 
yE Q, отличного от а. Элемент а называется универсально MaK- 
симальным, если &=<а имеет место для всякого & С Q, и уни- 
версально минимальным, если а=ё имеет место для всякого 


ЕСО. 


1.3.1. Пусть р и с оба являются бинарными отношениями 
между элементами множеств Qı и Qh 

Доказать, что следующие условия все равносильны между 
собою: 1) из a~ß(p) всегда следует a~ $p (<); 2) pC o; 
3) pU <=; 4) р[\‹==р; 5) p \3= Q; 6) р D3. 

1.3.2. Пусть р — бинарное отношение между элементами 
множеств Q, и Q, Показать, что 


pUp=o pAP=Q. 


Обратно, если для бинарного отношения с между элемен- 
тами Qı и Q 


ра, (9, 


то o= p. Доказать. 

1.3.3. В множестве всех натуральных чисел N определены 
бинарные отношения р, (А ==0, 1, 2, 3, ...), согласно KOTO- 
рым An~ m (pp), если п — m= k. Найти: 1) pripe 2) ргар»; 


3) «= lU pp 4) с*; 5) t= (N Pr; 6) T*. 
Е Е 


1.3.4 Пусть р, Pp р» — некоторые бинарные отношения 
между элементами множеств Q, и Q. Доказать,что: 1) р] p =p; 


2) p (\ p= p; 3) (2*)* = p; 4) (p1 U pa)” = př U p3; 5) (ри (\ ра) = 
=p Qp; 6) р*=(р)*; 7) p==p; 8) (м U Pa) == Pi [Ps 
9) (p N Pa) = Ри U Pe 
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1.3.5. Пусть KR — множество всех вещественных чисел и 
Г — декартово произведение: 


ESRXR ER 


Ne a e ae 
n 


py (1 =1, 2, ..., п) — бинарное отношение в множестве Г, 
согласно которому 


(а, а» ..., an) ~ (bi, ERT bn) (Pij), 
если а-На-... -Hai = bi 4H ba +... +H 5, 


Выяснить, что представляют собою бинарные отношения: 

1) a = ри (\ ра -A Pas 

2) <= py [ \ Paa [`\... (\ Pan 

3) s= Pij 

1.3.6. Выяснить, какими из основных свойств: рефлексив- 
ностью, транзитивностью, симметричностью, антисимметрич- 
ностью — обладают нижеследующие бинарные отношения 
в множестве всех натуральных чисел. 

1) n~ m (р1), если п и т взаимно просты; 

2) n~ Mm (рэ), если п — делитель т; 

3) n~ m (pa), если п == m"; 

4) n~ т (ри), если n< т; 

5) an~ m (р), если n< т; 

6) n~ m (с,) (Е =0, 1, 2, ...), если т— n =k. 

1.3.7. Пусть Q' C Q и р — некоторое бинарное отношение 
в ©. В 9’ определяем бинарное отношение р’, полагая 
a~ В (р’) (а, ВЕ LQ), если a~ p (р) в Q. Показать, что если р 
в Q обладает каким-либо из свойств: рефлексивностью, тран- 
зитивностью, симметричностью, антисимметричностью, то и 
р’в Q будет обладать соответствующим свойством. Если р 
было эквивалентностью, то и р’ будет ею, если р было yno- 
рядоченностью, то и р’ будет ею, если при этом упоряло- 
ченность р была линейной, то и р’ будет линейна. 

1.3.8. Пусть дано разбиение некоторого множества M. 
Определяем в М бинарное отношение р, полагая x ~~ y (р) 
(x, УСМ), если х и у лежат в одном и том же классе 
разбиения. Доказать, что р является эквивалентностью. 

1.3.9.Т. Пусть р — некоторая эквивалентность в MHO- 
жестве М. Доказать, что всякие два р-класса или совпадают 
или не пересекаются; совокупность всех р-классов образует 
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разбиение множества M. Эквивалентность, соответствующая 
этому разбиению по 1.3.8, есть не что иное, как исходная 
эквивалентность р. 


Примечание. Сопоставляя 1.3.8 и 1.3.9, мы видим, что 
задать разбиение множества это все равно, что задать экви- 
валентность, соответствующую этому разбиению, и наоборот. 
Обычно не делают различия между эквивалентностями и раз- 
биениями (без пустых классов), так что если р есть некая 
эквивалентность, то и соответствующее ей разбиение обозна- 
чается той же буквой р. 


1.3.10.Т. Пусть р — некоторое бинарное отношение в мно- 
жестве ®. Бинарное отношение р’ определяется следующим 
образом: a~ В (р’) имеет место тогда и только тогда, когда 
найдутся такие 11, Yo ..., пе, что Y=, Yı ~ T (P), 
Ta ~ Ts (P) Ys ~ a (р), -..› n1 ~ Ти (р), In ==В. Доказать, что: 

HeC or 

2) р’ транзитивно; 

3) р’ является пересечением множества всех таких тран- 
зитивных бинарных отношений с в Q, которые содержат р. 

Примечание. Тем самым р’ является универсально 
минимальным элементом в упорядоченном по включению мно- 
жестве всех транзитивных бинарных отношений в ®, сле- 
дующих за р. Бинарное отношение р’ часто называется тран- 
зитивным замыканием бинарного отношения р. 


1.3.11. Пусть в — произвольное фиксированное положи- 
тельное вещественное число. В множестве R всех веществен- 
ных чисел определено бинарное отношение р, согласно кото- 
pomy a~ b (5), если O< b—a<e. Выяснить, что предста- 
вляет собою транзитивное замыкание р и транзитивное замы- 
кание р(_]р* (см. 1.3.10). | 

1.3.12. В множестве АК всех комплексных чисел рассма- 
триваются бинарные отношения р! и р», где 21 œ~ 2о (р1), если 
| 21 | <= |2 |; 21 ^^ 23 (3), если агв 2: = arg 2(2, 2 СК). 
Найти: 1) р, Г) р; 2) p U Pi; 3) pı Př (Pa 4) транзитивное 
замыкание бинарного отношения (P4 (p7) (] pa (см. 1.3.10). 

1.3.13. Для бинарного отношения р в множестве Q найти 
бинарное отношение р’, которое будет универсально мини- 
мальным элементом в упорядоченном по включению MHO- 
жестве всех симметричных бинарных отношений св Q таких, 
что pC o (симметричное замыкание р). 
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1.3.14. Для бинарного отношения р в множестве Q найти. 
такое бинарное отношение р’, которое будет универсально 
минимальным элементом в упорядоченном по включению 
множестве всех рефлексивных бинарных отношений, следую- 
щих за р (рефлексивное замыкание р). 

1.3.15. Выяснить, какие из следующих бинарных OTHO- 
шений, заданных в множестве всех непрерывных веществен- 
ных функций, определенных на некотором отрезке [а, b] 
вещественной оси, являются упорядоченностями: 

1) fF(x)~ ẹ (x) (p), если при всяком c € |a, В] имеет 
место f(c) < (с); 

2) 1(х) (52) (23), если f(e) $ (3), где f(c) — nan- 
большее значение f(x) на [а, b], а $ (сэ) — наибольшее 3Ha- 
чение ọ (x) на [а, b]; 


b 

3) F(x) ~ p (2) (pa), если | [Л(х) — ẹ («| dx = 0; 

а 

4) f(x) ~ о (<) (0), если найдутся такие си, са С [а, b], 
что f (с1) < $ (сз); 

5) F(x) ~ (x) (Ps), если f(a) = ẹ (a) и F(E) = ẹ (b). 

1.3.16. В множестве всех бесконечных последователь- 
ностей вещественных чисел заданы нижеследующие бинарные 
отношения. Выяснить, какие из них являются эквивалентно- 
стями, и какие упорядоченностями: 

1) (а, Qo а...) > (bi ba b3, ...) (p1), если а, < В, для 
Bet kak рае НИ 

2) (ai, аз, аз, ...) ~ (bi, ba, b3, ...) (pa), если найдется Ta- 
кое п, что а, == bp для всех k=n+ 1, п--2, ...; 

3) (а1, а», аз, ...) œ~ (В+, ba, b3, ...) (23), если найдется Ta- 
кое п, что а, <= bp для всех k= n+ 1, п--2, ...; 

4) (ак, а, аз, ...) ~ (bi, ba b3, ...)(0), если или а, =, 
для всех k= 1, 2, 3, ... или найдется такое п, что а. В, 
и а. < bp для всех k=n 1, n+ 2, ... 

1.3.17. Доказать, что в конечном упорядоченном MHO- 
жестве всегда имеются минимальные элементы и максималь- 
ные элементы. 

1.3.18.Т.У. Доказать, что для всякой упорядоченности р 
в конечном множестве Q всегда найдется такая линейная 
упорядоченность р’, которая включает р, т. е. pC p. 

Примечание. На самом деле указанное утверждение 
справедливо не только для конечного, но для любого ®. 
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1.3.19. Пусть {РЕ ег есть некоторая совокупность упо- 
рядоченностей в множестве Q. Доказать, что бинарное OTHO- 
шение 


также будет упорядоченностью в ®. 

1.3.20. Описать все линейно упорядоченные множества, 
обладающие тем свойством, что для любых элементов 4< В 
существует лишь конечное множество элементов 7 таких, 
что a< = В. 

1.3.21. Какие из следующих множеств рациональных чи- 
сел, упорядоченных по величине, будут вполне упорядочен- 


1) множество всех целых чисел; 

2) множество всех целых положительных чисел; 
3) множество всех целых отрицательных чисел; 
4) множество всех рациональных чисел; 


n 
5) множество всех чисел вида (5) (п=1, 2, 3,...); 


3 \ п 
6) множество всех чисел вида (5) (n=l, 2, 3, ...); 


l 
T) множество всех чисел вида = Maf E 


1.3.22. В множестве М имеется линейная упорядочен- 
ность р такая, что и сама ри pë являются полными упоря- 
доченностями. Что представляет собою М? 

1.3.23. В множестве М дано разбиение М = {М} ег» 
в совокупности классов которого определена полная упоря- 
доченность. В каждом классе в свою очередь определена 
полная упорядоченность. В М определяется бинарное отно- 
шение р, согласно которому % ~ y (р), если или 1) x €&€ N 

УЕ Ny о 72Ви N, М, согласно упорядочению в совокуп- 
а ° классов разбиения, или 2) х, УСМ. и x предше- 
ствует у согласно упорядоченности в N.. Доказать, что р 
есть полная упорядоченность в М. 


$4. Умножение бинарных отношений 


Пусть р И o — два бинарных отношения в множестве Q. Их 
произведением называется бинарное отношение т = рос в Q, согласно 
которому а ^ В (<) (a, ВС Q) имеет место тогда и только тогда, 
когда найдется такой y С Q, что a~ 1 (0) ил В (o). 


Е ЕН ЕЕ EE EE R T 
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В частности, можно рассматривать произведение бинарного 
отношения р само на себя, причем употребляется запись рр == р*. 
Благодаря ассоциативности (которая будет получена в 1.4.4) можно 
говорить о p, имея в виду р? == (pp) р==р (pp) ит. д. 

Hia 9'С-®9 и бинарного отношения р в множестве Q опреде- 
лено подмножество р’, состоящее из всех тех элементов а С Q, 
для каждого из которых найдется такой В С Q', что a~ В (р). Ana- 
логично Q'p означает совокупность всех тех a Q, для каждого из 
которых найдется такой ВС ®', что 8~ a (p). 

В частности, если Q’ состоит из одного элемента: 9’ = {a} 
(«С Q), то множества ра и ар иногда называют срезами (правым 
и левым) бинарного отношения р по элементу а. 


1.4.1. В множестве всех натуральных чисел № опреде- 
лены нижеследующие бинарные отношения: р, в, T, Àp (Ё=1, 
эк 

п т (р), если п есть делитель т; 

n~ т (с), если n< m; 

n~ п (<), если пи т взаимно просты; 

пт (^,) (k=l, 2, 3, ...), если |т—п|=А. 

Найти произведения 


p’, 05, с", E РА», рр, SÀ p Àp, Ам. 


Примечание. Обратить внимание на случаи, показы- 
вающие, что умножение бинарных отношений некоммута- 
THBHO. 

1.4.2. Для бинарных отношений p и с в множестве Q 
доказать, что 


pr; (p0) C pri р, Pra (po) C prg в. 


1.4.3. Для бинарного отношения р в множестве Q дока- 
зать, что 


pr, p ==р®, pra p = Яр. 
1.4.4. Пусть в множестве Q даны три бинарных отноше- 
ния 01, рэ, pa Доказать, что 
(P1P2) Pa == P1 (PaPa) 


(ассоциативность умножения бинарных отношений).. 
1.4.5. Пусть ®’С Q, а р1 и р» — два бинарных отношения 
в Q. Доказать, что 


(pipa) L == p1 (P28, 
Q (Pipa) = (L'Pp1) pa- 
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1.4.6. Пусть Z — множество всех комплексных чисел. 
В Z определены бинарные отношения р, в, T, согласно которым 
се, aa 
21 ^^ 2. (<), если аге 2, == arg 2%; 
2 <> 2% (<), если 2. ==2.. 
R — множество всех вещественных чисел, С — множество 
всех комплексных чисел г, у которых |2 |< 1, P = {i}. 
Найти: pR, Юр, oR, Rt, pC, Co, Ст, pP, Po, Pr. 
1.4.7. Пусть pi, р», o— Tpu бинарных отношения B MHO- 
жестве Q, причем pı С. р». Доказать, что 


бр: C ор», p19 C раб. 


1.4.8. Доказать, что. для любых бинарных отношений т, 
р» Р»... В множестве Q справедливо 


T (Pa U Pg Ч...) = р, U TPU -> 
(PeU Pp U.. .) = рат U PTU... 
Ta VLNE FC тра APN 
FENERE N |... 
1.4.9. В множестве, состоящем из двух элементов {а, В}, 
определены бинарные отношения р! и р»: 


р == {(а, а), (b, а), (b, b)}, pa= {(a, b), (b, а). 
Найти и сравнить 


w (pı () Pa) Opi [| р». 


Примечание. Результат сопоставить с результатом 
задачи 1.4.8. 

14.10. Найти следующие произведения бинарных отноше- 
ний в множестве Q: 


w? wA, До, А. 
1.4.11. В множестве всевозможных последовательностей 


из И элементов некоторого множества М определены бинар- 
ные отношения р, (Е =1, 2, ... п), согласно которым 


(ai lis ...у an) ~ (bi, bə, PAR bn) (Pk) 


если d= b. 
Найти p;p; 
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1.4.12. В множестве Q, состоящем из всех подмножеств 
множества M, рассматривается бинарное отношение включе- 
ния р (т. е. Р-->О (5), где Р, ОСМ, если РС О). Найти 


р’, рр, рр, рр*, рр*. 


1.4.13. Пусть р — произвольное бинарное отношение 
в множестве ®. Выяснить, что представляют собою произве- 
дения på, Др, wp, pw. 

1.4.14. Выяснить, для каких бинарных отношений р B MHO- 
жестве Q выполняются следующие равенства: 

Г) opta 2) рю=ю 3 00:4) Мю—о 

1.4.15. В множестве всех вещественных непрерывных 
функций, заданных на замкнутом промежутке Е=[а, b], 
определены бинарные отношения O4, Og, Og, согласно которым 


7 (х) > $ (>) (в1), если Ё(с) = (с) для всякого с E E; 
fœ) — $ (%) (сз), если (а) = (а), f(b) =$(6); 
Х (<) -> 0 (%) (сз), если f(c) 2 9(с) для всякого СЕ E. 


Найти 
2 2 2 
Ois O% 03, 9109, 9903, 030%. 


1.4.16.Т. Пусть р — произвольное бинарное отношение 
в множестве Q. Доказать, что для транзитивности р необхо- 
димо и достаточно выполнение р С. р. 

1.4.17.Т. Пусть pı и рэ — произвольные бинарные отноше- 
ния в множестве Q. Доказать, что 


(р:ра)* == p3 pi. 


1.4.18.Т. Пусть р — произвольное бинарное отношение 
в множестве Q. Доказать, что рр* всегда является симметрич- 
ным бинарным отношением. 

1.4.19.Т. Доказать, что бинарное отношение р в множе- 
стве Q является упорядоченностью тогда и только тогда, 
когда выполнены два условия: 


р —р Р[\*=А. 


1.4.20. Пусть р1 и р» являются бинарными отношениями 
в множестве Q. Выяснить, всегда ли из рефлексивности обоих 
отношений р; и р» следует рефлексивность р10%. Выяснить, 
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всегда ли из транзитивности р, И р» следует транзитивность 
р1бэ. Выяснить, всегда ли из симметричности р: и р» следует 
симметричность р1бо. Выяснить, всегда ли из антисимметрич- 
ности pı и р» следует антисимметричность руб». 

1.4.21. Пусть pı И р» — две такие эквивалентности в MHO- 
жестве Q, что pipa == popi Доказать, что тогда и ро» является 
эквивалентностью. | 

1.4.22. Пусть р; и р» — две линейные упорядоченности 
в множестве Q. Выяснить, когда pipa будет линейной упоря- 
доченностью в Q. 

1.4.23. Пусть pı и рэ — симметричные бинарные отноше- 
ния в множестве ®, причем рр» С. papie Доказать, что 
P1P2 = Papir 

1.4.24. Пусть р — эквивалентность в некотором множе- 
стве Q и ‹ — линейная упорядоченность в том же множестве. 
Какими из основных свойств: рефлексивностью, транзитив- 
ностью, симметричностью, антисимметричностью — обладают 
во всяком Q следующие произведения: 


pP, p°, 0%, 03, ра, ор, ара, pop. 


1.4.25. Доказать, что для бинарного отношения р в мно- 
жестве Q равенство 
2 ры 
Р П\Р=Ф 


имеет место тогда и только тогда, когда из я^-8В (р) и 
8-1 (0) всегда следует am~ y (p). 


ГЛАВА П 
АЛГЕБРАИЧЕСКИЕ ДЕЙСТВИЯ ОБЩЕГО ТИПА 


$ 1. Понятие алгебраического действия 


Говорят, что в множестве М задано алгебраическое действие 
или, короче, просто действие, если указано правило, сопоставляю- 
щее некоторым парам элементов из М, взятым в определенном 
порядке, элемент из того же множества М. Таким образом, действие 
есть отображение некоторого подмножества декартова произведе- 
ния МХМ в М. 

Наравне с термином «действие» употребляют также термины 
«операция», «композиция». Иногда уточняют термин, говоря о би- 
нарном действии, поскольку возможно рассмотрение законов, 
сопоставляющих элементы тройкам элементов, — тернарное дей- 
ствие — или даже последовательностям п элементов при любом 
натуральном ип. Множество, рассматриваемое относительно HEKO- 
торого заданного в нем действия, иногда называют оперативом 
или группоидом, хотя чаще последнему термину придают более 
узкий смысл. 

Элемент Z, сопоставленный паре (x, у) (х, yE М) при данном 
действии, называют результатом этого действия, совершенного 
над элементами хи у. Для его обозначения употребляют различные 
виды записи. Например, зафиксировав какую-либо букву, скажем /, 
пишут z= f (x, у). Однако чаще вместо такой функциональной 
записи употребляют следующую фЭрму записи. Элементы, над 
которыми совершается действие, пишут рядом, помещая между 
ними какой-либо специальный знак. Некоторые такие знаки хорошо 
известны еще из элементарной математики: +, —, X, :. Они 
употребляются как для обычных действий сложения, вычитания, 
умножения, деления чисел, так и для других действий, которые 
могут и не иметь с ними ничего общего. Иногда также употребляют 
знаки вида О, + H T. N. 

Очень распространены так называемая мультипликативная 
запись и терминология. Элементы, над которыми совершается 
действие, пишутся рядом без какого-либо знака между ними или. 
же между ними ставится точка: 


ху=а Я-Уу=а, 


Pai 
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В этом случае элементы X H у называют сомножителями (соот- 
ветственно левыми и правыми), а 2 — их произведением. При этом 
действие может не иметь никакого отношения к обычному умножению. 

Иногда употребляются адцитивная запись и терминология, 
когда результат действия над x и у обозначают через x+y 
с соответствующим употреблением терминов: сумма, слагаемые ит. д. 

Разумеется, тогда, когда в том или ином конкретном множе- 
стве (например, состоящем из чисел, функций, матриц) названия 
определенных действий и соответствующие им знаки закреплены 
твердо установленным обычаем (сложение, умножение), они упо- 
требляются в соответствующем смысле без особых пояснений. 
В общем случае чаще всего используется мультипликативная тер- 
минология, часто без добавочных пояснений. В дальнейшем мы 
также будем обычно поступать таким образом. 

Фактическое задание действия в множестве может быть про- 
изведено различными методами. Можно, исходя из конкретной 
природы элементов, составляющих М, указать закон (в частности, 
формулу), выделяющий те пары, для которых определен результат 
действия, И TO, как строится элемент, являющийся результатом 


‘действия для каждой такой пары. 


Возможно также непосредственное перечисление всех резуль- 
татов действия. Его удобнее всего осуществить ири помощи так 
называемой таблицы Кэли (называемой также таблицей умножения 
при мультипликативной записи). Слева и сверху квадратной таб- 
лицы выписываются все элементы . множества. На пересечении 
строки, соответствующей элементу X, и столбца, соответствующего 
элементу у, пишут результат действия нац парой (х, у) или чер- 
точку, если результат действия для данной пары не определен. 

Хотя на самом деле таблица Кэли может быть построена лишь 
для конечного множества М и притом с ке слишком большим 
числом элементов, теоретически можно рассматривать таблицу 
Кэли при любом множестве М — конечном и даже бесконечном. 

Если в множестве М определено действие, то для каждого 
подмножества М’с- М действие в М определяет естественным 
образом действие в М’. Именно, для x, y М'’ результат действия 
в М’ определен и равен z EM’, если для x, у, рассматриваемых как 
элементы М, результат определен и равен zE М’. (Очень важно 
помнить, что, говоря о действии в каком-либо множестве, мы 
всегда требуем, чтобы результатами действия были элементы, 
принадлежащие этому множеству; случаев «внешнего действия», 
когда результатами считаются и элементы, не содержащиеся 
в самом множестве, мы совсем не рассматриваем.) О таком, по 
существу говоря, новом действии говорят также, что это есть 
ограничение основного действия на М". 

Два множества М, и M, в каждом из которых определено 
действие, обозначаемое соответственно через О и О, называются 


изоморфными относительно этих действий, если между всеми эле- 
ментами М, и всеми элементами М. можно установить такое 
взаимно однозначное соответствие: 


х: —— ль у, ——> У: У € Mi; Xa уз Е Mo), 
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что X, О у, определено в M, тогда и только тогда, когда для 
соответствующих им элементов в М, определено Xs О Ya причем 
элементы X; Фу; их, О у, соответствуют друг другу при pac- 
сматриваемом соответствии, т. €. х; О у, ——> Xe О у». 


Смысл и значение понятия изоморфизма заключаются в том, 
что изоморфные множества с действиями являются относительно 
этих действий совершенно одинаковыми. Если в таблице Кэли 
одного из них элементы расположить в том же порядке, в каком 
расположены соответствующие элементы во втором, то таблицы 
Кэли обоих множеств окажутся совпадающими (с точностью до 
обозначения элементов). Это означает, что действия в изоморфных 
множествах, по существу, совершенно одинаковы. 


2.1.1. В множестве чисел 1, 2, 3, 4, 5, 6, 7, 8, 9, 10 
рассматриваем действие сложения. Определить, для какого 
числа пар определен результат действия. 

Примечание. Напоминаем, что в пределах рассматри- 
ваемого множества результат нашего действия над числами 6 
и 7 следует считать неопределенным, ибо число 13 не содер- 
жится в нашем множестве. 

2.1.2. В множестве {1, 2, 3, 4, 5} рассматриваем действие 
обычного вычитания. Составить таблицу Кэли. 

Примечание. Учесть примечание к задаче 2.1.1. 

2.1.3. В множестве, состоящем из элементов Xy Хо, Xg, 
Хь Хь Xe действие х;Ох, задано таблицей Кэли: 


Xi Л Хз Ха Л Xe 


Выяснить, для каких X; определены оба результата (х; Ох)ох; 
и х;О(х;:0 хр. 

2.1.4. Можно ли построить такую таблицу Кэли для 
множества {21, Za 2, Z4}, чтобы 2;Ог; было определено для 
всех Z; кроме г, для которого 2О 2, не определено, и 
чтобы ни (2;О2;)О2ь ни 2;О(2,Ог,) не были определены 


о Е. С, Ляпин и др. 
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ни для какой тройки 2;, Zj, 2» (i, j, k= 1, 2, 3, 4)? Найти 
общий вид такой таблицы. 

2.1.5. В множестве всех рациональных чисел М каждая 
из следующих формул определяет действие, результат кото- 
рого определен для каждой пары элементов из М. 


1) ао5= “--^ 
2) aOb as A iad asi 
3) a Ob = а* — 2ab +- b’. 


Эти действия рассматриваются в множестве N, состоящем 
из всех натуральных чисел. Для каких пар элементов из N 
определены результаты этих действий в №? 

2.1.6. Доказать, что всякое множество с действием изо- 
морфно само себе относительно этого действия. 

2.1.7. В множестве всех положительных рациональных 
чисел рассматривается действие обычного умножения. А есть 
его подмножество, состоящее из чисел, ббльших 1, и В — 
подмножество, состоящее из чисел, меньших 1. Доказать, 
что относительно умножения А и В изоморфны. 

2.1.8. М есть множество всех натуральных чисел, М, — 
его подмножество, состоящее из всех нечетных чисел, и 
М.—подмножество, состоящее из всех четных чисел. Выяс- 
нить, будут ли какие-нибудь из множеств М, Mı, М. изо- 
морфны между собою относительно действия обычного умно- 
жения. 

2.1.9. Доказать, что множество всех положительных 
вещественных чисел изоморфно относительно обычного сло- 
жения множеству всех отрицательных вещественных чисел. 

2.1.10. В множестве @=={2, 3, 4, 5} рассматривается 
действие обычного сложения. В множестве H= {2, 4, 5, 10} 
рассматривается действие обычного умножения. Доказать, что 
множества и H изоморфны относительно указанных действий. 

2.1.11.У. В множестве Q всех вещественных положитель- 
ных чисел рассматривается действие обычного умножения. 
В множестве Н всех вещественных чисел рассматривается 
действие обычного сложения. Доказать, что относительно 
указанных действий множества G и H изоморфны. 

2.1.12. Каково число, неизоморфных между собою MHO- 
жеств с действием, состоящих из M элементов каждое (п > 3), 
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таблица Кэли которых обладает следующим свойством. 
В n?— 1 ее клетках стоит один и тот же элемент. В одной 
клетке стоит черточка (результат действия не определен). 

2.1.13. В множестве Mı, состоящем из элементов а, В, Y, 
ò, e, действие определено таблицей Кэли: 


| а В] бе 


сааача 


в’ аа 
1 ВВе 
580686 


ЕЕЕЕЕ 


2 — D R 


(l 


Множество Ma состоящее из чисел — 1, 0,1, рассматри- 
вается относительно обычного умножения. 

Существуют ли подмножества множества Mı, которые 
относительно действия, определяемого вышеприведенной таб- 
лицей, изоморфны M? Каково число таких подмножеств? 

2.1.14. В множестве М, состоящем из всех матриц вида 


Е | 
( ik где х — любое вещественное число, рассматривается 


действие умножения матриц. Доказать, что относительно 
этого действия М изоморфно множеству всех вещественных 
чисел, рассматриваемых относительно действия сложения. 

2.1.15. В множестве М == {X1 хо, Хз ...} рассматривается 
действие, согласно которому 


х:ОХ,=Х; Е» 


Выяснить, каким своим подмножествам (рассматриваемым 
относительно действия, определяемого в них действием в M) 
изоморфно M. 

2.1.16. Пусть в`каждом из множеств М, Mə Ma задано 
некоторое действие. Относительно этих действий М, изо- 
морфно Ma а М. изоморфно Ma. Доказать, что тогда М, 
изоморфно Mg. 

Примечание. Благодаря этому, учитывая также резуль- 
тат 2.1.6 и то, что отношение изоморфизма по самому оп- 
ределению симметрично, можно заключить, что отношение 


9» 
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изоморфизма можно рассматривать как эквивалентность в классе 
всех множеств с действиями. 

2.1.17.Т. Пусть в множестве ® задано действие, согласно 
которому для любых а, В, y С ® имеет место: 

Расин 

2) если «ОВ определено, то вов Е\{а, В; 

3) если «ОВ определено, то определено и ВО, причем 


«ОВ =Во%; 
4) если «ОВ = и ВО1=86, то определено «От, причем 
aO =“. 


Определяем в Q бинарное отношение р, полагая am В (p), 
если «ОВ определено и «ОВ ==. 

Доказать, что р является отношением упорядоченности. 

2.1.18.Т. Пусть в множестве ® дано отношение упоря- 
доченности р. Определяем в Q действие, полагая aO ß = 
= BO a =a для таких пар о, BEQ, для которых ~ В (р). 

Доказать, что это действие удовлетворяет четырем усло- 
виям, сформулированным в предыдущей задаче. 

Примечание. Результат сопоставить с результатом 
предыдущей задачи. 


$ 2. Основные свойства действий 


Общая теория алгебраических действий распадается на ряд 
алгебраических дисциплин, каждая из которых занимается множе- 
ствами с тем или иным количеством действий, с теми или иными 
условиями, связывающими эти действия между собою, и с допол- 
нительными условиями, налагаемыми на эти действия. В настоящей 
книге мы ограничиваемся изучением множеств с одним действием 
(конечно, в каждом из них могут более или менее естественно 
определяться и другие действия, но мы каждый раз интересуемся 
только одним из действий). Теория множеств с одним действием 
разбивается на ряд частных теорий, отличающихся друг от друга 
тем, что каждая из них обладает некоторыми основными свойствами. 
Какие из возможных свойств взять в качестве основных и тем 
самым на какие разделы разбивать общую теорию — это, конечно, 
зависит в значительной степени от фактического состояния науки 
в данный момент. С течением времени границы могут изменяться. 

В настоящее время в качестве упомянутых основных свойств, 
в зависимости от выполнения или невыполнения которых класси- 
фицируются отдельные направления общей теории действий, сле- 
дует принять указанные ниже. 

Пусть в множестве М задано действие, для которого ‘употреб- 
ляем значок О (пока мы не переходим к мультипликативной записи, 
которой в основном будем придерживаться в дальнейшем). 
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|. Действие называется неограниченно применимым, если 
результат действия хОу определен для любой пары элементов х, 
УЕ М. 
2. Действие называется коммутативным, если для всякой 
пары x, УЕ М, для которой определен результат xOy, обязательно 
определен и результат Y OX, причем выполняется 


Хоу 


3. Действие называется ассоциативным, если для всякой тройки 
x, у, 2С М, для которой определены результаты (x Oy) и (хОУ) О», 
обязательно определены результаты (YOz), ХО (УО2) и наоборот, 
причем выполняется равенство 


(xOy) О2=хО (502). 


4. Действие обладает свойством обратимости слева, если для 
всяких u, VE М всегда найдется такой элемент хе М, что опре- 
делено XOU и выполняется 


XOU, 


5. Действие обладает свойством обратимости справа, если для 
всяких и, VE М всегда найдется такой элемент ус М, что опреде- 
лено UOY и выполняется 


иОу==9. 


6. Действие обладает свойством сократимости слева, если из 
того, что определены XOU n xOv (x, и, VE М) и выполнено 


оне ЕО, 


всегда следует и =V. 
7. Действие обладает свойством сократимости справа, если 
из того, что определены #Ох и vOx (x, и, vé М) и выполнено 


Ох =эоОх, 


всегда следует U= V. 
С вопросом о выполнении для какого-либо действия указанных 
свойств тесно связаны нижеследующие понятия. 
Элемент и называется левой единицей для М, если для любого 
xE M определено UOx и имеет место 


во = 


Элемент и называется правой единицей для М, если для любого 
хе М определено хОи и имеет место 


сова. 


Элемент и называется двусторонней единицей для М или просто 
единицей, если и является для М одновременно и левой и правой 
единицей. 

Отметим, что вместо термина «единица» употребляют также и 
термины «единичный элемент» или «нейтральный элемент». 
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Если в множестве М имеется единица e, то элементы х их" 
называются взаимно обратными, а каждый из них обратным для 
А если определены ХОх’ и х’Ох и имеет место 

ОХ = СК. 

При мультипликативной записи элемент х’, обратный x, 060- 

значается обычно при помощи показателя степени — 1: 
EE 


Элемент V называется левым нулем для M, если для любого 
x€ М определено оОх и имеет место 


TOST, 


Элемент V называется правым нулем для М, если для любого 
x€ М определено хОд и имеет место 


XOU D, 


Элемент называется двусторонним нулем для M или просто 
нулем, если он является для М одновременно и левым и правым 
нулем. Вместо термина «нуль» употребляют также термины «нуле- 
вой элемент» или «аннулирующий элемент». 

Элемент х называется идемпотентным (или идемпотентом), 
если хОх определено и имеет место хОх==х. 

Все вышеприведенные формулировки упрощаются, если дей- 
ствие обладает свойством неограниченной применимости. Такие 
упрощения полезно держать в памяти. 

В этом параграфе всюду без дальнейших пояснений М будет 
обозначать множество с заданным в нем действием, для которого 
употребляется значок О. 

Напоминаем, что, как мы условилисьв $1, для всякого М’ cœ М 
будем считать, что в М’ определено это же самое действие 
в смысле, указанном в $ 1. 


2.2.1. Выяснить выполнение основных семи свойств и 
наличие единичного и нулевого элементов в множестве всех 
вещественных чисел, рассматриваемом относительно действий: 

1) обычное сложение чисел; 

2) обычное умножение чисел; 

3) обычное вычитание чисел; 

4) обычное деление чисел. 

2.2.2. Те же вопросы, что и в 2.2.1, относительно тех же 
четырех действий выяснить для следующих множеств:‘ 

1) множество всех натуральных чисел; 

2) множество всех целых чисел; 

3) множество всех рациональных чисел; 

4) множество всех положительных чисел; 

5) множество всех отрицательных чисел. 
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2.2.3. В множестве всех непрерывных функций, заданных 
на одном и том же отрезке вещественной оси [а, b], выяс- 
нить выполнение основных свойств и наличие единичного и 
нулевого элементов относительно действий: 

1) обычное сложение функций; 

2) обычное умножение функций; 

3) обычное вычитание функций; 

4) обычное деление функций. 

2.2.4. Пусть в множестве М имеются левые единицы 
и правые единицы. Тогда в М имеется двусторонняя единица е, 
причем никаких других, ни левых, ни правых единиц, кроме е, 
в M не существует. Локазать. 

Примечание. В частности, отсюда следует, что в М 
может существовать не более одной единицы. 

2.2.5. Пусть в множестве М имеются левые нули и Npa- 
вые нули. Тогда в М имеется двусторонний нуль 0, причем 
никаких других ни левых, ни правых нулей, кроме 0, в М 
не существует. Доказать. 

Примечание. Отсюда следует, что в М может суще- 
ствовать не более одного нуля. 

2.2.6. В множестве М№ всех натуральных чисел для каж- 
дого из указанных ниже действий выяснить, какие из семи 
‚основных свойств выполнены. Существуют ли единицы и нули 
(левые, правые, двусторонние)? Какие элементы являются 
идемпотентами? = | 

1) аор==с, где с есть наибольший общий делитель YH- 
селаи 6; | 

2) aOb =c, где с есть наименьшее общее кратное чи- 
селаи b; 

3) dobrman 


Ве. b 
4) aob=ṣz tT: 


2.2.7. В множестве всех квадратных комплексных матриц 
порядка и, рассматриваемом относительно действия умноже- 
ния матриц, выяснить, какие из семи основных свойств вы- 
полнены. Имеются ли нуль и единица? Какие элементы обла- 
дают обратными? 

2.2.8. Пусть р, q, г— произвольные фиксированные ве-. 
щественные числа. В множестве всех вещественных чисел 
рассматривается действие, результатом которого для чисел а, 
b является число aO b= pa -qb -r. Выяснить, при каких 
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значениях р, 4, r это действие обладает теми или иными 
из семи основных свойств. 

2.2.9.У. В множестве Rg всех бинарных отношений в MHO- 
жестве Q рассматривается действие умножения бинарных OT- 
ношений. Выяснить, какие из основных семи свойств имеют 
место. Имеются ли единица и нуль? 

2.2.10. В множестве всех положительных вещественных 
чисел К рассматривается действие нахождения среднего гео- 
метрического, т. €. для а, b С R результат aOb всегда опре- 


делен и равен арифметическому значению корня V a-b. Выяс- 
нить, какие из основных семи свойств имеют место. Имеются ли 
единица и нуль? Какие из элементов R являются идемпо- 
тентами? 

2.2.11. Пусть М есть множество точек плоскости. Заданы 
два вещественных числа фи À, где Ох 2ти ADO. 
В М определено следующее действие. Результат вОб==с 


‘определен для любой пары точек а, В Е M. При этом точка с 


расположена так, что расстояние от а до с равно расстоя- 
нию от а до b, умноженному на À, и при а Æ b угол между 
направлением от а к b и между направлением от а к с pa- 
вен ọ (угол отсчитывается против движения часовой стрелки). 

Выяснить, какие из основных семи свойств имеют место. 

2.2.12. Пусть М есть множество направленных отрезков 
на плоскости, т. е. пар точек (а, b). Действие в М задано 
следующим образом: для (а, b) и (с, d) результат определен, 
если конец первого отрезка b совпадает с началом второго с, 
при этом 


(a, b)O(b, а) = (а, d). 


Выяснить геометрический смысл действия. Какие из основ- 
ных семи свойств имеют место? 

2.2.13. Пусть действие в множестве задано таблицей Кэли. 
Как по этой таблице можно непосредственно судить, обла- 
дает ли действие каким-либо из свойств: 

1} неограниченной применимости; 

2) коммутативности; 

3) обратимости слева; 

4) обратимости справа; 

9) сократимости слева; 

6) сократимости справа? 


РЕ ЕЕ РРР РР ОР НЕ РРР РКИ ЧИ 
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2.2.14. Для каких из семи основных свойств действий 
можно утверждать, что если оно имеет место в М, то обяза- 
тельно будет иметь место и во всяком NC М относительно. 
того же действия? 

2.2.15. Пусть в каждом из множеств последовательности 


MEMC CMC MC.. 


определено действие о (п = 14 $3, ...). ИНра этом дая 
x, у Е Mpa определено и имеет место хо у==2(т-— п) тогда 
и только тогда, когда в M, определено хо уи хо Jei 
z©& M, В множестве M= |]J M, определяем действие О, 


n 
полагая хОу==г (х, у, z & M), если найдется такое n, что 
X, у, 2Е Ми XOY =z. 


Доказать, что такое правило действительно определяет 
действие в М. 
Доказать, что если все действия О (п =1, 2, 3, ...) об- 
п 


ладают одним из основных свойств, то и О в М будет обла- 
дать этим свойством. 

2.2.16.Т. Пусть Р есть совокупность всех подмножеств 
некоторого непустого множества ® (в частности, в P вклю- 
чается и пустое множество). Выяснить, какими из основных 
семи свойств обладает в Р действие объединения множеств 
и какими действие пересечения. 

2.2.17. В множестве всевозможных последовательностей 
из п вещественных чисел рассматривается действие, согласно 
которому 


(ат, а, ..., an) O (b, ba, ...) b,) = 
= (a + b, ai +a + bi +b, ...3 
вк 


Выяснить, какими из основных семи свойств обладает это 
действие. 

2.2.18.Т. Пусть дано некоторое семейство множеств 
М, ЕСО), в каждом из которых определено действие, 
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обозначаемое одним и тем же знаком-О. Декартово произведе- 
ние (см. гл. |, $ 1) этих множеств 


м= |] XM; 


EER 


рассматривается относительно следующего действия. Для 
(x) и (у), результат определен, если в каждом М, опре- 


делено X, Oyy В этом случае 


e)a O (Уз; же (х, ОУ.) 


Доказать, что если в каждом из М; действие обладает 
одним из основных семи свойств, то и в М действие будет 
обладать соответствующим свойством. 


$ 3. Умножение подмножеств 
мультипликативного множества 


Если в множестве М определено неограниченно применимое 
действие, для которого употребляется мультипликативная запись, 
то М, рассматриваемое относительно этого действия, мы будем на- 
зывать мультипликативным множеством. 

Пусть А и В — два подмножества мультипликативного множе- 
ства М. Их произведением АВ называется множество всех таких 
элементов Z из М, которые могут быть представлены в виде 2 = ху, 
где xE A, y EB. 

Говорят, что непустое подмножество A C М замкнуто OTHO- 
сительно умножения (употребляют также термин «стационарно»), 
если АА Œ А. 

А называется левым идеалом, если МАС- А; 

А называется правым идеалом, если АМ Œ А; 

А называется двусторонним идеалом, если оно является одно- 
временно и левым и правым идеалом. 

Если А является левым или правым идеалом (в частности, 
двусторонним), то А называют идеалом. 

Однако надо иметь в виду, что в литературе идеалами иногда 
называют лишь двусторонние идеалы. В случае коммутативного 
умножения понятия левого идеала, правого идеала, двустороннего 
идеала и идеала, очевидно, совпадают. 


2.3.1. Пусть R — мультипликативное множество всех pa- 
циональных чисел, /, — множество всех целых чисел, P — MHO- 
жество всех положительных рациональных чисел, № — мно- 
жество всех отрицательных чисел. Найти произведения 


множеств: 
КК, RZ, ZR, ZZ, РР, РМ, ММ. 
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2.3.2. В мультипликативном множестве M действие задано 
таблицей умножения: 


абс 
alaaa 
biaaa 
c ibbb 


Найти (ММ) М и М(ММ). 

2.3.3. Пусть Ку, К» К., К, К. — подмножества мульти- 
пликативного множества M, причем K, C K, и КС Ka Дока- 
зать, что. 

1) К, (Ka U Кз) = Kı Ka U К\Кз; 

2) Kı (Ka (\ K3) C KiKa [\ KiKa; 

3) KiKa C KiKo 

2.3.4. Пусть М — мультипликативное множество и М* — со- 
вокупность всех его непустых подмножеств. М* само рас- 
сматриваем как мультипликативное множество относительно 
действия умножения подмножеств мультипликативного мно- 
жества М. Пусть действие в М обладает каким-либо из сле- 
дующих основных свойств: ассоциативностью, коммутатив- 
ностью, наличием левых единиц, наличием правых единиц, 
наличием левых нулей, наличием правых нулей. Доказать, 
что тогда и действие в М* будет обладать соответствую- 
ЩИМ СВОЙСТВОМ. | 

2.3.5. Пусть М.— мультипликативное множество. всех pa- 
циональных положительных чисел, М* — мультипликативное 
множество его ненустых подмножеств (см. 2.3.4). Доказать, 
что действие в М* не обладает ни одним из свойств: сокра- 
щения слева, сокращения справа, обратимости слева, обрати- 
мости справа. 

Примечание. Учесть, что само М всеми упомянутыми 
свойствами обладает. Результат сопоставить с результатами 2.3.4. 

2.3.6. Доказать, что всякий идеал. мультипликативного 
множества замкнут относительно умножения. 

2.3.7. Пусть М — мультипликативное множество всех на- 
туральных чисел; А — множество всех четных натуральных 
чисел; В — множество всех нечетных; С, — множество всех 
натуральных чисел, меньших или равных (n= 1, 2, 3, ...); 
Dna — множество всех натуральных чисел, ббльших или рав- 
ных п. 
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Выяснить, какие из следующих множеств: 
асы емо а R. 


замкнуты относительно умножения, какие являются идеалами. 

2.3.8. В мультипликативном множестве всех комплексных 
чисел будут ли замкнутыми и являются ли идеалами мно- 
жество всех вещественных чисел и множество всех чисто 
мнимых чисел (т. e чисел вида bi, где b — вещественное 
число, отличное от нуля)? 

2.3.9. В мультипликативном множестве всех вещественных 
квадратных матриц порядка п будут ли замкнутыми и яв- 
ляются ли идеалами множество всех неособенных матриц 
и множество всех особенных матриц? 

2.3.10. Доказать, что пересечение любого множества зам- 
кнутых подмножеств мультипликативного множества, если 
только оно не пусто, само замкнуто. 

2.3.11. Доказать, что пересечение любого множества левых 
идеалов, если оно не пусто, само является левым идеалом. 
То же для правых идеалов и двусторонних идеалов. 

2.3.12.У. Пусть [ — левый идеал и Ю — правый идеал 
мультипликативного множества. Доказать, что пересечение 
[(`) R всегда не пусто. 

2.3.13.У. Доказать, что пересечение конечного множества 
двусторонних идеалов само является двусторонним идеалом. 

2.3.14. Доказать, что объединение любого множества ле- 
вых идеалов мультипликативного множества само является 
левым идеалом. 

То же для правых и двусторонних идеалов. 

2.3.15. Пусть T; и Ta являются двусторонними идеалами 
мультипликативного множества М. Доказать, что Т.Г. замк- 
нуто относительно умножения. 

2.3.16. В мультипликативном множестве M, состоящем из пяти 
элементов а, b, Ci, сэ, d, действие задано таблицей умножения: 


| фе, с; @ 
а  ааааф 
z b ааааа 
elada ad 
POSES E а 

раааа z 
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Выяснить, будут ли идеалами множества T= fa, В, ci}, 
Ра, b, Со}, Та: 

2.3.17. Выяснить, когда множество {$2}, состоящее из од- 
ного элемента 2 мультипликативного множества М, является 
замкнутым, когда левым идеалом, когда правым, когда дву- 
сторонним. 

2.3.18.У. Определить количество двусторонних идеалов 
в мультипликативном множестве всех комплексных квадрат- 
ных матриц порядка п. 


$ 4. Гомоморфизмы 


Отображение $ мультипликативного множества М, в мульти- 
пликативное множество М, называется гомоморфизмом, если для 
любых x, у С М, в М, выполняется равенство 


Ф (xy) = (х) $ (5). 


Взаимно однозначное отображение Y, являющееся гомоморфиз- 
мом, называется изоморфизмом. 

Отметим, что при гомоморфизме (и, в частности, при изомор- 
физме) ‹ (М,) не обязано совпадать со всем М», оно может быть 
и собственным подмножеством М.. 

Если $ (М,) =Ma то гомоморфизм х в литературе иногда на- 
зывают эпиморфизмом. Если же гомоморфизм х является взаимно 
однозначным отображением, т. €. ọ (х) 52% (у), если xÆ y, то его 
называют иногда мономорфизмом. - 

Гомоморфизму % мультипликативного множества М, B мультипли- 
кативное множество М, соответствует бинарное отношение р 
в множестве M, согласно которому X~ y (ре) имеет место тогда 
и только тогда, когда в М, выполнено o (x)= ọ (У). 

Легко видеть, что р, является эквивалентностью. Как мы уже 
знаем (см. гл. |, $ 3), на другом языке это означает, что гомомор- 
физму х соответствует разбиение множества М,. Каждый класс 
этого разбиения состоит из множества всех элементов М,, отобра- 
жающихся при Y в один и тот же элемент из М.. 

Некоторая эквивалентность с в мультипликативном множестве М 
(так же как и соответствующее ей разбиение) называется стабиль- 
ной слева, если из u~ 9 (o) (ии v СМ) всегда следует xu ~ хо (o) 
при любом x E€ M. Эквивалентность o стабильна справа, если 
ИЗ u~ 9 (с) всегда следует их ~ ох (o) при любом x E М. 

Если с стабильна и слева и справа, то говорят, что o двусто- 
ронне стабильна. Двусторонне стабильные эквивалентности в JM- 
тературе часто называют конгруэнциями. Вместо термина стабиль- 
ный иногда говорят регулярный. 

Пусть <— некоторое разбиение мультипликативного множе- 
ства М, обладающее тем свойством, что для любых двух т-классов 
Ки К’ существует такой т-класс К” (причем, очевидно, единствен- 
ный), что КК’С-К”. (К и К’ перемножаются согласно правилу 
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перемножения подмножеств мультипликативного множества, см. § 3.) 
Тогда в множестве всех с-классов, т. €. в M/t, можно ввести дей- 
ствие умножения, полагая 


К. К=К,, 


относительно которого М/ само оказывается мультипликативным 
множеством. Оно называется мультипликативным фактор-мно- 
жеством мультипликативного множества М по разбиению (или 
по эквивалентности) T. 

Надо иметь в виду, что умножение х-классов как элементов 
мультипликативного фактор-множества Mj/t не совпадает с их yM- 
ножением как подмножеств мультипликативного множества М, по- 
скольку в М возможно КК” CŒ К”, но КК’ Е К". 


2.4.1. Пусть Z — мультипликативное множество всех комп- 
лексных чисел; Ю — мультипликативное множество всех ве- 
щественных чисел; $, — отображение Z в КЮ, согласно KOTO- 
pomy для каждого z Е Z 


g (2) =|2} 
$a — отображение Z в К, согласно которому 
Фа (2) == 2|-- 1; 
хз — отображение Z в К, согласно которому 
фз (2) = 0; 
ф, — отображение Z B R, согласно которому 
фа (2) = 2. 


Выяснить, какие из отображений $1, Po $3, P4 являются 
гомоморфизмами. 

2.4.2. Пусть R — мультипликативное множество всех pa- 
циональных чисел. Найти все гомоморфизмы R в себя такие, 
чтобы $ (К) С {— 2, — 1, 0, 1, 2}. 

2.4.3. Пусть М — мультипликативное множество всех 
комплексных матриц порядка n> 1l, 7 — мультипликативное 
множество всех комплексных чисел. Определим отображе- 
ния $1, Фо, P3 множества M в Z, полагая 


p, (a) = det а; 
фо (4) = аи; 
Фз (а) = 1, 
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где её а — определитель матрицы а; ан-— элемент первой 
строки и первого столбца матрицы а. Выяснить, какие из 
‚ отображений $1, $, $3 являются гомоморфизмами. 

2.4.4.Т. Пусть Ф — изоморфизм мультипликативного MHO- 
жества М, на мультипликативное множество M Доказать, 
что M, и M, изоморфны в смысле $8 1. 

2.4.5.Т. Пусть мультипликативные множества М, и М. 
изоморфны в смысле 8 1. Доказать, что тогда найдется изо- 
морфизм M, на Mo. 

Примечание. Сопоставьте результаты 2.4.4 и 2.4.5. 

2.4.6. Пусть Ф — изоморфизм мультипликативного MHO- 
жества М, на мультипликативное множество Ma Доказать, 
что обратное отображение ф`! (см. гл. 1, § 2) Gyner изомор- 
физмом Мо на Mi. 

2.4.7. Для мультипликативного множества всех целых 
чисел вида 5” (п=1, 2, 3, ...) найти все гомоморфизмы его 
в себя. Выяснить, какие из них являются изоморфизмами. 

2.4.8. Пусть Фх — гомоморфизм мультипликативного MHO- 
жества Mı на мультипликативное множество Maa Пусть М, 
обладает каким-либо из основных свойств: ассоциативностью, 
коммутативностью, обратимостью слева, обратимостью справа, 
наличием левых единиц, наличием правых единин. Доказать, 
что тогда и М. будет обладать соответствующим свойством. 

2.4.9. Пусть М, — мультипликативное множество всех 
целых положительных чисел, М5 — мультипликативное MHO- 
жество, состоящее из двух чисел {0; 1}. Доказать, что OTO- 
бражение х мультипликативного множества M, на Mg, co- 
гласно которому 


$(1)=1, Ф()=0 (n>!) 


является гомоморфизмом. 

Примечание. Обратить внимание, что в коммутатив- 
ном мультипликативном множестве M, действие обладает 
свойством сократимости, тогда как в /ЛЁф это свойство 
не имеет места. Результат сравнить с результатами 2.4.8. 

2.4.10. Какому условию должно удовлетворять мультипли- 
кативное множество Mo, чтобы для всякого мультипликатив- 
ного множества M нашелся гомоморфизм М в Me? 

2.4.11. Пусть с есть некоторое отношение эквивалентности 
в мультипликативном множестве М. Доказать, что для дву- 
сторонней стабильности в необходимо и достаточно выполнение 
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условия: из s~ yilo) и xayal) (Xr Yr Xa Ya © M) 
должно всегда следовать X1% ~ YY (5). 

2.4.12. В мультипликативном множестве М с действием, 
определенным таблицей умножения 


| абс 
а абс 
| бес 
с | ссе 


определено бинарное отношение в, согласно которому 
а (°), b~ c(o), 
a~a(co) b~b(o), сос (5). 


Доказать, что для любых х, у, z&M из x~ y (o) всегда 
следует xz~ уг (o) и 2х ~ zy (5). Найти такие х, Yp Xo 
уз Е М, что жом yilo) и х. су» (в), но не имеет места 
Ха ^^ уз (0). 

Примечание. Результат сопоставить с результатом 
2.4.11. 

2.4.13. Пусть М — множество всех ненулевых комплекс- 
ных полиномов, рассматриваемое относительно обычного 
умножения полиномов, Z — мультипликативное множество всех 
комплексных чисел. Для нижеследующих отображений 94, 
Фо, Фз, Фь Фь, 9% мультипликативного множества М в Z Bh- 
яснить, какие из них будут гомоморфизмами, и описать раз- 
биения M, соответствующие этим гомоморфизмам: 


Ess ga _- Е зав -| ... —- а 1х —- ün (ao £ 0), 
1) q1 (F) = as; 


2) ©. (F) = а, (где а — комплексное число, сопряжен- 
ное с Qo); 

3) p (F) =a Ha ... а, ара 

4) p1 (F) = a + ari 

5) s (Е) = anl; 

6) ọ (F) = c” (где с — произвольное отличное от нуля 
вещественное число). 

2.4.14.Т. Пусть < — некоторое разбиение в мультиплика- 
тивном множестве М. Для того чтобы существовало мульти- 
пликативное фактор-множество М/< (т. €. чтобы было выпол- 
нено свойство разбиения, указанное во введении при опреде- 
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лении фактор-множества), необходимо и достаточно, чтобы T 
было двусторонне стабильным. Доказать. 

2.4.15. В мультипликативном множестве Ю всех рацио- 
нальных чисел разбиение р состоит из трех классов: R* co- 
стоит из всех положительных чисел, R` из всех отрицатель- 
ных, R° из одного числа 0. Доказать, что р двусторонне 
стабильно. Построить’ таблицу умножения для мультиплика- 
тивного фактор-множества Ю/р. 

2.4.16.Т. Пусть Т — двусторонний идеал мультипликатив- 
ного множества M. Обозначим через р; разбиение М, в KO- 
тором T является одним ру-классом, а все прочие ру-классы 
состоят каждый из одного элемента М, не принадлежащего T. 
Доказать, что рт является двусторонне стабильным. 

Примечание. Разбиение (и соответственно эквивалент- 
ность) такого типа обычно называется идеальным. Соответ- 
_ствующее фактор-множество, помимо Mj/pr часто обозна- 
чается через М/Т и называется идеальным фактор-мно- 
жеством. 

2.4.17. В мультипликативном множестве /М вещественных 
чисел вида 2” (и =Q, 1,2, ...) через Tp обозначается подмно- 
жество, состоящее из чисел 2”, у которых n >= А (Е = 0, 1,2,...). 
Доказать, что T, является идеалом. Построить таблицу YM- 
ножения для мультипликативных фактор-множеств M/T, 
MIT: И М/Тз. 

2.4.18.Т. Пусть р — двусторонне стабильная эквивалент- 
ность в мультипликативном множестве М. Определяем ото- 
бражение ọ множества М в Mfp, полагая для каждого х Е М 
в качестве ọ(x) тот р-класс из М/р, который содержит 
элемент х. Доказать, что ф есть гомоморфизм и что эквива- 
лентность Pe соответствующая этому гомоморфизму, совпа- 
дает с р: 


3 Pare 


В каких случаях х оказывается изоморфизмом? 

Примечание. Описанный гомоморфизм ф часто назы- 
вают естественным гомоморфизмом мультипликативного 
множества М, соответствующим эквивалентности р. 

2.4.19.Т. Пусть ф — гомоморфизм мультипликативного MHO- 
жества Mı в мультипликативное множество Ma и р, — экви- 
валентность в M, соответствующая гомоморфизму $. Дока- 
зать, что эквивалентность р, двусторонне стабильна. 
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2.4.20.Т. Пусть ф — гомоморфизм мультипликативного MHO- 
жества Mı на мультипликативное множество M. Эквивалент- 
ность р, в M, соответствует гомоморфизму $. Доказать, что 
мультипликативные множества М, [Po и M, = 9M, изоморфны. 

Примечание. Результаты 2.4.18, 2.4.19 и 2.4.20 в со- 
вокупности означают, что если не делать различия между 
изоморфными мультипликативными множествами, то все гомо- 
морфизмы мультипликативного множества /М на различные 
мультипликативные множества ограничиваются естественными 
гомоморфизмами, соответствующими различным двусторонне 
стабильным эквивалентностям М (см. 2.4.18). 

2.4.21. Определить число и найти все двусторонне ста- 
бильные эквивалентности в мультипликативном множестве, 
действие в котором задано таблицей: 


| оса 
alļlbabb 
bibbbb 
cibbbob 
dibbbob 


2.4.22.У. Сколько существует неизоморфных между собою 
мультипликативных множеств таких, что мультипликативное 
множество из задачи 2.4.2] обладает гомоморфизмом на них? 


$ 5. Полугруппы 


Если в множестве определено действие, обладающее свойст- 
вами неограниченной применимости и ассоциативности, то такое 
множество, рассматриваемое относительно этого действия, назы- 
вается полугруппой. 

Таким образом, при обычной мультипликативной записи, как 
правило, применяемой в последующем изложении, полугруппа есть 
мультипликативное множество с ассоциативным умножением. 

Пусть А— некоторое подмножество полугруппы А. Конечная 
последовательность элементов из А, написанных рядом без каких- 
либо разделяющих их знаков, называется словом над К: 


Аа +... Ап Хп (Xis Xas c, Xn- Xn EK). 


Производя в той или иной последовательности перемножения пар 
соседних элементов в слове, мы можем, постепенно уменьшая 
длину слова (т. e. число п), через конечное число шагов преобра- 
зовать слово в один элемент, принадлежащий А (конечно, он не 
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обязательно будет принадлежать К). Полученный элемент назы- 
вается значением данного слова в А. В произвольном мультиплика- 
тивном множестве значение слова будет зависеть от того, в какой 
последовательности, между какими парами элементов производятся 
действия, так как различные процессы нахождения значения слова 
могут привести к различным результатам. Так, уже слово вида 


XiX X3 


при OTCYTCTBHH ассоциативности может иметь два разных значения, 
а именно: 
(х1Х 2) Хз, Xi (XX3). 


В полугруппе всякое слово имеет лишь единственное значение 
(см. 2.5.1). Поэтому, когда пишется слово 


Xio s... Хп—1Хп, 


то без каких-либо дополнительных пояснений под ним обычно 
понимают его значение, являющееся элементом из А. Элемент вида 


обозначают коротко через x”. 

Для KC А множество всех элементов, являющихся значениями 
различных слов над А, обозначается через [К];, а чаще просто. 
через [К] без цополнительного знака $. Если К’ =={х, у, 2, ...} то 
вместо [{х, у, Z, ...!|; обычно пишут просто [х, у, Z, ...|5. Множест- 
во К называется порождающим для [К] относительно действия в А. 
Частным случаем является порождающее множество самой полу- 
группы: [А]; = А. При этом, если никакое собственное подмноже- 
ство А’С-К(К5-К) уже не является порождающим для А, т. е. 
[К]; А, то К называется неприводимым порождающим множе- 
CTBOM 

Полугруппа, обладающая порождающим множеством, состоящим 
из одного элемента, называется моногенной (или циклической). 

Непустое подмножество полугруппы, замкнутое относительно 
действия, называется подполугруппой. Очевидно, подполугруппа 
сама является полугруппой относительно действия, определенного 
в полугруппе.. Обратно, всякое подмножество полугруппы, являю- 
щееся полугруппой, будет подполугруппой. 

Элемент а полугруппы А называется регулярным, если в А 
существует такой x ÉA, что 


аха = а. 


Если все элементы полугруппы А являются регулярными, то 
полугруппа А сама называется регулярной. 

Непустое подмножество К’ полугруппы А называется нормаль- 
ным комплексом, если для всяких k, "СК и а, 6СА из а ск 
всегда следует ak'b СК, из ak ЕК следует а СК и из АСК cae- 
дует k'b EK. 
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2.5.1.Т.У. Доказать, что в полугруппе любое слово обла- 
дает единственным значением (т. е. в какой бы последова- 
тельности мы ни совершали перемножение пар соседних 
элементов в данном слове, мы всегда в конце концов -придем 
к одному и тому же элементу). 

2.5.2. Доказать, что для любого элемента а полугруппы 
А имеют место соотношения: 


ae me MAE ala" =r atm 


при любых натуральных пи M. 

2.5.3. В мультипликативной полугруппе всех натуральных 
чисел найти такое порождающее множество, которое содер- 
жится во всяком другом порождающем множестве этой полу- 
группы (т. е. является универсально минимальным порождаю- 
щим множеством). 

2.5.4. В мультипликативной полугруппе всех целочислен- 
ных квадратных матриц второго порядка для 

239 
oo 


Gh G) e 


найти [х], [х, #|, [у, 2], [у, H.: 
2.5.5. Доказать, что для любого непустого подмножества 


К полугруппы А множество [К]; является подполугруппой. 
2.5.6. Доказать, что [К]; есть пересечение всех подполу- 
групп полугруппы А, содержащих К. 
2.5.7. Доказать, что при любых К, К’С А имеет место 


[KU [K]s]s = [KU K]. 


2.5.8. Доказать, что в бесконечной моногенной полугруппе 
A== [x]; ни при каких nÆ т невозможно X” = y". 

2.5.9. Доказать, что всякие две бесконечные моногенные 
полугруппы изоморфны. 

2.5.10. Пусть в моногенной полугруппе A= [x]; для He- 
которых натуральных чисел р и 4(р--9) имеет место 
ХР — х9. Доказать, что: 

1) А конечна; 

2) найдутся такие натуральные числа h и d, что xti — yh, 
причем А=={х, х%,..., м и все элементы м, х®,... 
Le? xřti-1 различны; 


й--а 


Е по лы да 
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3) указанная пара чисел (h, d) для данной полугруппы 
единственна; 

4) равенство х””” — х” имеет место тогда и только 
тогда, когда п —й и т делится на d. 

Примечание. Указанная пара чисел (h, d) называется 
типом моногенной полугруппы [x], а также типом самого 
элемента X. Если [x], бесконечна, то говорят, что ее тип и 
тип элемента х бесконечен. 

2.5.11. Доказать, что две конечные моногенные полу- 
группы изоморфны тогда и только тогда, когда их типы 
одинаковы. 

2.5.12. Определить число всех подполугрупп и число 
идеалов в моногенной полугруппе типа (5, 3). 

2.5.13. Каков тип (h, d) конечной моногенной полугруппы, 
если она обладает (й —- а — 2) порождающими множествами, 
состоящими каждое из одного элемента? 

2.5.14. Доказать, что для двусторонних идеалов Ty и То 
полугруппы А произведение TTo всегда является двусторон- 
ним идеалом. 

Примечание. Результат сравните с 2.3.16. 

2.5.15. В множестве, состоящем из элементов 


0, а1, а, ..., ûn» bir bio ...}) bij, ...) TF 
определено действие умножения, согласно которому 


аа; = bij, 
а во всех остальных случаях xy = 0, 

Доказать, что А является полугруппой. 

Описать типы всех ее моногенных подполугрупп. 

Выяснить, какие подмножества А являются ее левыми, 
правыми и двусторонними идеалами. 

2.5.16.У. Доказать, что для регулярного элемента полу- 
группы а всегда найдется такой элемент @, что 


ааа =a, ааа = а. 
Примечание. Элементы а и 4, связанные указанными 
соотношениями, называются регулярно сопряженны.ми. 


2.5.17. В множестве всевозможных четверок целых чисел 
определено действие 


(Po Po Ръ Ра) (q 9% 9х 94) = (Pirs Po 93 qa) 
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Доказать ассоциативность действия. Выяснить, какие эле- 
менты в получающейся полугруппе будут регулярными. 
Найти все регулярно сопряженные с каждым регулярным 
элементом. 

2.5.18.Т. Пусть  — гомоморфизм полугруппы А в полу- 
группу В; г — произвольный элемент из В. Совокупность 
‘всех элементов XÉ A таких, что Фх = Z, обозначим через K, 
Доказать, что K, если оно непусто, является нормальным 
комплексом полугруппы А. 

2.5.19.Т.У. Пусть К — нормальный комплекс полугруппы А. 
Доказать, что существуют такая полугруппа В и такой гомо- 
морфизм Фх полугруппы А на В, что для некоторого г В 
множество К является совокупностью всех таких ХЕА, что 
фх = 2. 

2.5.20. Каково должно быть подмножество K полугруппы А, 
чтобы существовал гомоморфизм Ф полугруппы А на некото- 
pyr полугруппу В, обладающую идемпотентом 2, при KOTO- 
ром К есть совокупность всех таких ХЕА, что $Ф(х)==2? 

2.5.21. Найти все нормальные комплексы моногенной по- 
лугруппы типа (3,2). 

2.5.22. Доказать, что в коммутативной полугруппе, обла- 
дающей идемпотентами, множество всех идемпотентов является 
подполугруппой. 

2.5.23.У. Доказать, что всякая конечная полугруппа обла- 
дает идемпотентами. 

2.5.24. Доказать, что конечная коммутативная полугруппа 
всегда обладает единственным разбиением, каждая компонента 
которого является подполугруппой с одним идемпотентом. 
Показать, что каждая компонента этого разбиения является 
нормальным комплексом. 

2.5.25. Каждая регулярная полугруппа обладает идемпо- 
тентами. Количество идемпотентов в регулярной полугруппе 
равно одному тогда и только тогда, когда в ней выполнено 
условие двусторонней обратимости. Доказать. 

2.5.26. Если в полугруппе имеется левая единица и вы- 
полнено условие обратимости слева, то имеет место свойство 
двусторонней обратимости. Доказать. Аналогично для правой 
единицы и обратимости справа. 

2.5.27.Т. Если бесконечная полугруппа обладает конечным 
или счетным порождающим множеством, то она сама счетна. 
Доказать. 
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$ 6. Первоначальные понятия теории групп 


Алгебраической группой или, как чаще говорят, просто группой 
называется множество, рассматриваемое относительно о. 
заданного в нем действия, которое облацает свойствами: 

1) неограниченной применимости; 

2) ассоциативности; 

3) двусторонней обратимости. 

Таким образом, группа есть полугруппа со свойством двусто- 
ронней обратимости. 

При рассмотрении групп общего типа в соответствии со ска- 
занным ранее чаще всего употребляется мультипликативная за- 
пись и терминология, обычно даже без специального пояснения. 
В дальнейшем мы также будем следовать этому обычаю. 

Следует, однако, указать, что некоторые авторы иногда пред- 
почитают аддитивную запись (особенно при изучении групп со 
свойством коммутативности). 

Как будет показано в 2.6.1, в группе G существует единичный эле- 
мент, который мы будем обозначать через ес или черезе (нередко еди- 


ничный элемент обозначается через 1). При этом единичный эле- 
мент в С согласно 2.2.4 единствен. Каждый элемент х группы обла- 
дает обратным, который мы будем обозначать через х 1. Обратный 
элемент для всякого х единствен (см. 2.6.1). Для элементов группы, 
как и в общих полугруппах, употребляется обозначение степени 
x” для любого натурального числа п. Кроме того, в группе yno- 
требляется обозначение 


(7 = хп. 


Далее, при любом элементе группы х под x°’ всегда понимается 
единичный элемент группы. 

Если в группе выполняется свойство коммутативности, то груп- 
па называется коммутативной или абелевой (последний термин 
употребляется чаще). 

Хотя в общем случае группа G не обязана быть коммутативной, 
в ней могут существовать такие элементы Z, которые перестано- 
вочны со всяким элементом группы x EG: | 


Совокупность всех таких элементов Z называется центром груп- 
пы G. Если центр группы G состоит не менее чем из двух элемен- 
тов (см. 2.6.32), то говорят, что группа @ обладает нетривиальным 
центром. 

Непустое подмножество H группы G называется ее подгруппой, 
если Н замкнута относительно действия в С и если для всякого 
элемента х из H обратный к нему элемент X7! также принадлежит 
H (последнее условие можно было бы сформулировать как замк- 
нутость Н относительно операции взятия обратного элемента). 
Если HÆG n Нес, то Н называют собственной подгруппой. 
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Подгруппа Н группы @ называется нормальной или, как чаще 
говорят, нормальным делителем G, если для любых а @ n xEH 
всегда имеет место 

а !хасн. 


Особая роль нормальных делителей будет выяснена в гл. IV. 

Если подгруппа Н конечна, то число ее элементов называют 
порядком данной подгруппы. Если Н бесконечна, то говорят также, 
что Н имеет бесконечный порядок. Так как сама группа, очевидно, 
является своей подгруппой, то согласно сказанному порядком .ко- 
нечной группы называется число ее элементов; бесконечная группа 
называется также группой бесконечного порядка. 

Пусть А’ — некоторое непустое подмножество группы G. Мно- 
жество всех элементов G, представимых в виде произведения 


К o a MEE AN o; 


где каждый x; (i= l, 2, 3, ... п) или принадлежит К или является 
обратным для некоторого элемента из K, называется порожденным 
множеством К в смысле теории групп и обозначается через [К]; 
само К называется для [К]. порождающим множеством в смысле 
теории групп. Если [К], =G, то К называется порождающим MHO- 
жеством группы С в смысле теории групп. Если при этом никакое 
собственное подмножество А не порождает G, то К называется 
неприводимым порождающим множеством в смысле теории групп. 
Если группа обладает конечным порождающим множеством, то 
она называется конечно порожденной. Следует иметь в виду, что 
в литературе по теории групп вместо термина порождающее мно- 
жество группы (в смысле теории групп) часто употребляют термин 
система образующих. 

Следует отметить, что, рассматривая группу как полугруппу 
(очевидно, всякая группа является полугруппой), мы в отдельных 
случаях вполне можем иметь 


[Юва 52 [К]. 


Непосредственно ясно, что всегда имеет место 


[Kls = [K U К? 


где А” — множество всех элементов G, обратных для элементов из K. 

В том случае, когда происходит рассмотрение групп без при- 
влечения понятий из теории полугрупп, в термине «множество, по- 
рождающее в смысле теории групп» последние слова обычно опус- 
каются, также опускают значок g и пишут просто [К] вместо [К]». 
В главах, целиком посвященных группам, мы также будем посту- 
пать подобным образом. 

Следует отметить, что в литературе вместо [K] чаще пишут {К}. 
Мы не будем употреблять этого обычного в теории групп обозна- 
чения ввиду того, что такое использование фигурных скобок про- 
тиворечит принятому их употреблению в общей теории множеств. 

Если в подгруппе H группы G найдется такой элемент xX, что 
H = [x], то H называется циклической подгруппой группы G, no- 
рожденной элементом х. Если H = G, то G называется цикличе- 
ской группой. 
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Пусть х — произвольный элемент группы G. Если существуют 
такие натуральные числа п, что х”==е_, то наименьшее из них 


называется порядком элемента х. Если таких натуральных чисел 
нет, то говорят, что порядок х бесконечен. 

Если все элементы группы имеют конечные порядки, то группа 
называется периодической. 

Связь понятия порядка элемента с понятием порядка подгруппы 
будет установлена ниже (2.6.9). 


2.6.1.Т. Доказать, что множество @ относительно опреде- 
ленного в нем действия будет группой тогда и только тогда, 
когда действие обладает свойствами: 

1) неограниченной применимости; 

2) ассоциативности; 

3) существования двусторонней единицы е; 

4) существования для каждого элемента хЕа обратного 
элемента (т. €. такого элемента х © 0, что хх = х 1х = e). 

При этом каждый элемент группы обладает лишь един- 
ственным обратным. Доказать. 

Примечание. Система указанных четырех условий 
чаще всего и принимается в качестве определения группы. 
Существуют многочисленные другие эквивалентные опреде- 
ления (см., например, 2.5.25 и 2.5.26). 

2.6.2.Т. Пусть ọ — гомоморфизм группы @ на мультипли- 
кативное множество M. Доказать, что M есть группа; Фес 
есть единица группы M= Q; при любом хе @ элемент 
o (х !) в M = Q является обратным для QX. 

2.6.3. В мультипликативном множестве M всех комплекс- 
ных квадратных матриц п-го порядка выяснить, являются ли 
группами подмножества, состоящие из следующих матриц: 

1) вещественные матрицы из М; 

2) неособенные матрицы из М; 

3) вещественные неособенные матрицы из М с положи- 
тельными элементами; 

4) неособенные диагональные матрицы из ММ; 

5) матрицы вида 


@11 @ 195 t.e.. a&i, п—1 in 
0 A2 s.e. a2, n—1 Aan 


Ann 
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6) матрицы вида 
Я 11 Aig 0 ое 0 < 


@51 A29 SEPA 
0 00...01 (auan — arnau Æ 0) 


0.09 0 
T) матрицы вида 
О а @з ... ат 
ал 0 аз... а 


azı @з 0... azn |. 


e . . . e Ld . 


Ani Ana Ang ... 0 


2.6.4. В мультипликативной полугруппе всех веществен- 
ных квадратных матриц третьего порядка найти максималь- 
ное в отношении включения подмножество М такое, что М 
является группой и содержит матрицу 


000 
FAO. 
000/ 


2.6.5.Т. Доказать, что при любых целых числах пи т 
в группе для всякого элемента х имеет место 


а ai 
2.6.6. B мультипликативной группе всех неособенных KOM- 


плексных матриц второго порядка определить порядки следую- 
щих элементов: 


а) loa 6 (рр за) ha) 


` 


2.6.7.Т. Пусть х — элемент конечного порядка п некото- 
рой группы. Доказать, что все элементы 


не Пи 
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различны между собою и 
Е ан 
Для х'(0= < п) имеет место 
тЫ — x" k 


Элементы группы [х|,, заданные B виде указанных степеней 
х, можно перемножать по формуле 


о = (если В /< n); 
Зе i 


жет (если Е-- [= п), 


где О— k, (< п (отметим, что во втором случае, очевидно, 
= /— пп) 

2.6.8. Пусть х — элемент бесконечного порядка некоторой 
группы. Доказать, что при любых целых числах п = т 
имеет место х” Æ x". 

2.6.9. Пусть х — элемент группы. Доказать, что [^х]е 
является подгруппой (и по определению циклической), причем 
ее порядок равен порядку элемента X. 

2.6.10. Доказать, что две циклические группы изоморфны 
тогла и только тогда, когда их порядки равны. 

2.6.11. Пусть О — циклическая группа порядка 15. Опре- 
делить число ее элементов х таких, что 


[£]; == G. 
2.6.12. В циклической группе порядка 20 определить 
число различных неприводимых порождающих множеств, 
состоящих из двух элементов каждое. 


2.6.13. Пусть для трех элементов группы X, и, U выпол- 
няются равенства 


yout ot u ТЗ 


где ри 9 — взаимно простые натуральные числа. Доказать, 
что при некоторых взаимно простых натуральных числах 
р’и Q имеют место 


Е. а 


2.6.14. Пусть порядок элемента группы х есть число ра, 
где р и 4 взаимно просты. Доказать, что в группе найдутся 
такие элементы и и U, для которых выполняются равенства: 


y= tua ОЙ ИР = 96. 
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2.6.15. Пусть для четырех элементов группы #1, Ui, Из, 
Ua выполняются равенства: 
1191 == Ч = 1995 = Vallo, 
ИР — ИВ = 09 = ==6, 


гдеер и q — взаимно простые натуральные числа. Доказать, 
что 


l = 1, V = Va 


2.6.16.У. Пусть порядок элемента группы х равен n= 


== р. 1рь? а p ™, где Pu Po ..., Ри — различные простые 
числа. Доказать, что тогда найдется единственная совокуп- 
ность, состоящая из т элементов Yı, уз, ..., Ym такая, что 
ХУ... Ут УУ, =; tn ar h 
Q (0 A & 
в р. 2 и, т 
у: =y = Ym =e 


2.6.17. Во всякой группе G подмножество, состоящее из 
одного единичного элемента ес, и сама G являются для G 
подгруппами и даже нормальными делителями. Доказать. 

2.6.18.Т. Доказать, что непустое подмножество Н группы 
G само является группой относительно действия, определяе- 
мого в H действием в С, тогда и только тогда, когда H — 
подгруппа группы С. 

Пусть ес — единица группы G иен — единица группы H; 
пусть х’— элемент, обратный к элементу х Е H в группе G. 
Доказать, что ео =ен и что ХСН. 

2.6.19.Т. Пусть H — подгруппа группы @ и хЕН. Дока- 
зать. что = РЕЯ. 

2.6.20. Пусть К — произвольное непустое подмножество 
группы. Доказать, что всегда 


[Юн а -aa [К] 
[К] =K 


имеет место тогда и только тогда, когда К является под- 
группой группы. 

2.6.21.Т.У. Пусть G= [x] — конечная циклическая группа 
порядка n. Для натурального числа d, являющегося 


и что равенство 
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делителем и, обозначим через Hg совокупность элементов 


Ея 


n 

x2, ха ха м Доказать, что: 
1) Н, является подгруппой группы Q; 
2) если dı = 4», то На, A Hay 
3) G не имеет иных подгрупп, кроме подгрупп На при 
всевозможных делителях d числа п. 

2.6.22.Т.У. Пусть G= [x] — бесконечная циклическая 
группа. Для целого неотрицательного числа т обозначим 
через Hp совокупность элементов вида м“”(ё=0, 1, 
=+ 2, ...). Доказать, что: 

1) Hm является подгруппой группы Q; 

2) если Mı Æ Ma то Hm, == Hmg 

3) G не имеет иных подгрупп, кроме подгрупп Hm 

2.6.23.У. Доказать, что всякая бесконечная группа имеет 
бесконечное множество подгрупп. 

2.6.24.Т.У. Выяснить, каковы группы, у которых множест- 
во всех. подгрупп: 
1) состоит из одной подгруппы; 
2) состоит из двух подгрупп = 
3) состоит из трех подгрупп. 
2.6.25. В мультипликативной группе всех комплексных 


чисел, отличных от нуля, найти: 1) [i]; 2) |- e 


d [6 |; 9 [Hai 58, 5 
6) пересечение указанных выше подгрупп с подгруппой, 
состоящей из всех вещественных чисел, отличных от нуля. 
2.6.26. Пусть в группе @ имеем: 


а> H, RR НЬ, 


где H, является подгруппой С, а Fh является подгруппой H. 
Доказать, что Но. будет подгруппой QG. 

2.6.27. Доказать, что пересечение любого множества под- 
групп группы само является ее подгруппой. 

_ 2.6.28. Пусть К есть непустое подмножество группы Q. 
Доказать, что [К], есть пересечение множества всех под- 
групп группы Q, содержащих К. 

2.6.29. Выяснить каковы те группы, в которых для любого 
множества АК выполняется равенство 


[K] = [К]; 


т. 
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2.6.30. Пусть все неединичные элементы группы имеют 
порядки, равные 2. Доказать, что группа абелева. 

2.6.31. Пусть H, H, H, H, — некоторые подгруппы 
группы, причем Mi œ H, и Ha œŒ Но. Доказать, что 


(HiH) NA N H, = (H; N H) (Н, N H). 


2.6.32. Доказать, что центр группы всегда непуст. 

2.6.33. В каких группах центр группы совпадает со всей 
группой? | 

2.6.34. Доказать, что всякая подгруппа центра группы 
(в том числе и сам центр) является нормальным делителем 
группы. 

2.6.35.Т. Доказать, что подгруппа Н группы @ является 
нормальным делителем тогда и только тогда, когда для любого 
хЕ@ выполняется 


xH == НХ 


2.6.36. Пусть H — произвольная полгруппа группы G y 
N — некоторый ее нормальный делитель. Доказать, что HN 
является подгруппой G, причем HN = МН. 

2.6.37. Доказать, что произведение конечного числа и пере- 
сечение произвольного множества нормальных делителей группы 
являются также ее нормальными делителями. 

2.6.38. Пусть О — множество всевозможных троек целых 
чисел вида (А, №, 1) и (№, №, — 1). В G определено дей- 
ствие умножения по правилу: 


(ki, №» 1) (4, 4, ®) = (ki ЕВ д, ki A l» £), 
(k ka — 1)(h, 4, €) = (ki + h, ka == lp =e), 


iE ct r 

Доказать, что @ является группой. Доказать, что AH = 
ЕТ Ь 1) есть нормальный делитель группы Q, 
а На==[(1, 0, 1)], есть нормальный делитель группы M. 

Выяснить, будет ли Н. нормальным делителем для G. 

Примечание. Сопоставить результат с результатом 
2.6.26. 

2.6.39. В множестве К, состоящем из восьми элементов: 
l, — 1, i j, k, —i, — j, — (здесь знак минус в данный 
момент не играет никакой другой роли, кроме того, YTO слу- 
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жит различительным значком при задании некоторых элемен- 
тов), задано действие при помощи таблицы умножения: 


BASRE Я о 


еек Ре № 
о ры Я шаре В 
Е Е м о. 
Е ес, 
Я а о 
Е о И ТЕ 
И Ба a e A a 
Е O a ый S, 


Доказать, что K является группой. Найти все ее подгруппы 
и доказать, что каждая из них является нормальным делите- 
лем К. | 

Примечание. Указанная группа называется группой 
кватернионов. Она играет важную роль в теории так назы- 
ваемых алгебр. 

2.6.40.Т. Если бесконечная группа обладает конечным или 
счетным порождающим множеством, то она сама счетная. 

Доказать. 


ГЛАВА Ш 
СУПЕРПОЗИЦИЯ ПРЕОБРАЗОВАНИЙ 


$ 1. Общие свойства суперпозиции преобразований 


Пусть @®@ — произвольное множество. Всякое отображение 
множества Q в себя называется преобразованием Q. Так как 
преобразование является частным случаем отображения множеств, 
то здесь мы, естественно, сохраним обозначения и терминологию 
$ 2 гл. | с той разницей, что элементы преобразуемого множества 
будем, как правило, обозначать малыми греческими буквами, а пре- 
образования — малыми латинскими. В частности, если элементу а 
при преобразовании и соответствует элемент В, то В будем назы- 
вать образом a и писать Ua =$ или и (а) =. 

Множество всех преобразований множества Q будем обозна- 
чать То. 

В множестве Го следующим образом вводится цействие умно- 


жения преобразований (или, как говорят еще, суперпозиции пре- 
образований): пусть и, V, С Го, тогда W= UV, если IIA кажцого 
аС® выполняется равенство W (а) = и (va). | 

Если ® — некоторое множество вещественных чисел, то всякая 
функция, заданная на Q, множество значений которой соцержится 
в Q, является преобразованием множества Q, а умножение таких 
преобразований есть обычная суперпозиция функций. 

Отметим некоторое различие в обозначениях. Функцию обычно 
записывают в виде f (x), тогда как для преобразования эта запись 
обозначает образ элемента x при преобразовании f. Для функций 
мы сохраним обычное обозначение вида f (x). 

Пусть Q — произвольное множество, UÉ То. Запишем в одной 


строке все элементы множества Q, под каждым элементом запишем 
его образ при преобразовании и: 


РЕ” = 
ца, U- 


Полученное выражение будем называть подстановкой, соответ- 
ствующей преобразованию и. Обратно, записывая под каждым эле- 
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ментом множества Q некоторый элемент этого же множества, MONY- 


чим таблицу 
3 В y i 
E E T 


которая, очевидно, является подстановкой для следующего преобра- 
зования и множества Q: 


У А ИВ =, =]; 


Если в верхней строке подстановки элементы записать в дру- 
гом порядке и соответственно изменить порядок элементов в ниж- 
ней строке, то получим подстановку, которая соответствует тому 
же преобразованию и. Все подстановки, соответствующие одному 
и тому же преобразованию и, будем считать равными между собой, 
отождествлять их с преобразованием и и писать 


TN 8, т, | 
па; UB- s 

Запятые в записи подстановки мы, как правило, будем опускать. 

Каждое преобразование можно мыслить заданным подстанов- 
кой, в том числе и для бесконечных множеств. Но, разумеется, 
фактическое написание поцстановки возможно только в случае 
конечного преобразуемого множества. 

Мощность множества UQ, т. €. мощность множества всех обра- 
зов при преобразовании и, будем называть рангом преобразования 
и и обозначать Ги. 

Преобразование е будем называть тождественным или еди- 
ничным, если веа=а для любого aQ. Очевидно, что е — еди- 
ница Го. 


Всякое множество преобразований некоторого множества ®, 
которое является полугруппой относительно определенного выше 
умножения преобразований, будем называть полугруппой ыы 
зований. 

Отметим еще, что в этом параграфе никакие действия над 
преобразованиями, кроме введенного выше умножения преобразо- 
ваний, рассматриваться не будут. 

Надо иметь в виду, что в некоторых книгах преобразование 
и, получающееся в результате того, что сначала применено преоб- 
разование V, а затем преобразование ц (т. €. то, что мы обозначаем 
w = ид), обозначают через чи. Это особенно естественно при записи 
знаков отображения справа, о чем было сказано в конце введения 
в $ 2 гл. l. Действительно, в этом случае естественно записывать: 
а(9и) = (av) и. 

В пределах настоящей книги, учитывая принятую запись зна- 
ков отображения слева от преобразуемых элементов, умножение 
преобразований всегда будет производиться так, как это было 
описано вначале. 


3 Е. С. Janan и др. 
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3.1.1.Т. Доказать, что умножение преобразований обладает 
ассоциативным свойством. 

Примечание. Отсюда следует, что Те для любого 
множества ® является полугруппой. 

3.1.2. Пусть 8 = {1, 2, $, 4, 6, 6, 7, 8} и, э, ®СТо 
таковы, что 


12345678 - 9.3.45: 61-8 
УТ Б?7 2 1931838 


12345678 
0 8138456) 


Найти uw, wu, vu, из, иощ. 

Примечание. Обратить внимание на то, что UW Æ WU, 
т. е. что умножение преобразований не обладает коммутатив- 
НЫМ СВОЙСТВОМ. 

3.1.3. Пусть Q = { aj, 9%, Og, Ap Aps в, Ayt, и, VE To, 


c 02 Ag Ag Ag 9% J a 02 A3 ба Ag Ag z] 
й — ‚ U= 5 


Aa 93 Ay Az 05 9 M Aa A3 Ao 03 Uy 9 9 


Найти типы элементов U, V, UV, vU в полугруппе Teg. 

3.1.4. Пусть Q — множество всех вещественных чисел. 
Какими из семи основных свойств обладает действие супер- 
позиции в каждом из следующих множеств вещественных 
функций, заданных на Q: 

1) множество всех полиномов; 

2) множество всех полиномов четной степени; 

3) множество всех полиномов нечетной степени; 

4) множество всех полиномов первой степени; 

©) множество всех полиномов первой степени со старшими 
коэффициентами, равными единице; 

6) множество степенных функций (т. е. функций вида 
f (x)= x” при любом натуральном п)? 

3.1.5 Пусть @® — множество всех вещественных чисел. 
Для следующих множеств вещественных функций, заданных 
на Q, найти нули (левые, правые, двусторонний) относительно 
действия суперпозиции: 

1) множество всех непрерывных функций; 

2) множество всех непрерывных функций, тождественных 
на отрезке [0, 1] (т. e. f (a) = для любого &С-[0, 1]; 
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3) множество полиномов четной степени; 

4) множество полиномов нечетной . степени. 

3.1.6. Найти все левые нули полугруппы Те при любом 
множестве Q и доказать, что эта полугруппа правых нулей 
не имеет. 

3.1.7. Пусть Q — множество всех вещественных чисел. 
Какие из следующих множеств вещественных функций, задан- 
ных на Q, образуют полугруппы? Какие из них являются груп- 


1) множества, заданные в задаче 3.1.4; 

2) множества 1), 2}, заданные в задаче 3.1.5; 

3) множество всех четных функций (Л (— х) =) (x); 

4) множество всех нечетных функций (f(— x)= — f (x); 

5) множество всех ограниченных функций (для каждой 
функции f(x) существует число М; >0 такое, что 
1 (<) |= М; при всех x); 

6) множество функций, принимающих значение 0 при 
kesi? 

3.1.8. Пусть ® — множество точек плоскости, и — проек- 
тирование на данную прямую l, а о — симметрия относительно 
точки, лежащей на прямой /. 

1) Доказать, что преобразования и и U перестановочны. 

2) Найти типы элементов и, V в полугруппе То. 

3.1.9. Пусть Q — множество точек плоскости, и — CHM- 
метрия относительно прямой Д, ах — симметрия относительно 
прямой l параллельной Д. Доказать, что UHU, чи являются 
параллельными переносами плоскости, и найти векторы пере- 
носов. 

3.1.10. Доказать, что каждый параллельный перенос пло- 
скости есть произведение двух симметрий относительно Ma- 
раллельных прямых. 

3.1.11. Пусть ® — множество всех вещественных. полино- 
мов, и, U, We С Те (с — любое вещественное число): 


ши =Л o, 
9/69 = 9, 
а. = 6/9) (9 ED. 


Выяснить, какие из ри и, U, W, перестановочны 
между собой. 


З* 
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3.1.12 Пусть Q= {t 9%... , Onh и С Те: 
Oe 65 O 6... бт 
u == ē 
Og Ag 03 Oa Ug eea Ai 


Найти все преобразования х Е Те, перестановочные с и. 
3.1.13. Пусть № — множество всех натуральных чисел, 
и, v Œ Ty определены следующим образом: 


и (п) =п—- 1(в Е М), 
о (п) =п— 1(п`> 1), 9()=1@ Е М); 


1) из каких элементов состоит полугруппа [и, v]? 

2) найти все неприводимые порождающие множества по- 
лугруппы [и, v]; 

3.1.14. Пусть № — множество всех натуральных чисел, и 
пусть 

о. ро: НН, ETE 

=í, 34. а =|, $2”. Е 
Для каждого из элементов и, о найти все регулярно сопря- 
женные с ним элементы: 

1) в полугруппе Те; 

2) в полугруппе [и, v]; (см. 2.5.16). 

3.1.15. Доказать, что Tg есть регулярная полугруппа при 
любом X. 

3.1.16. Пусть и — преобразование множества Q, и пусть 
р, — бинарное отношение в Q, определенное следующим OÔ- 
разом: (я, B) €E pp если и8 =. Доказать, что: 

1) для любых и, v Е Те справедливо равенство p Po = Puo 

2) если u £v, TO ри Æ Po 

3) множество всех бинарных отношений p, (и Е Te) aB- 
ляется полугруппой относительно действия- умножения бинар- 
ных отношений и что эта полугруппа изоморфна Те; 

4) р, (е — тождественное преобразование) есть диагональ. 

Примечание. Таким образом, преобразования можно 
рассматривать как частный случай бинарных отношений. 

3.1.17. Пусть Vv — произвольное, и — взаимно однозначное 
преобразование множества Q, причем UQ == Q. Доказать, что 
г (19) = г (©и) = 1%. 

3.1.18. Доказать, что ранг произведения двух преобразо- 
ваний не превосходит наименьшего из рангов сомножителей. 
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3.1.19. Пусть Q — множество всевозможных бесконечных 
последовательностей вещественных чисел. В полугруппе Те 
рассматривается подмножество T’, состоящее из всех преоб- 
разований вида 


Um, п (1, 3% 43 ...) = (Mma - п, то. t-n, mag +n, ...), 


где m — любое натуральное, а и — любое целое неотрица- 
тельное число. | 

1) Доказать, что Т’— полугруппа. 

2) Доказать, что совокупность всех преобразований вида 
11, 11,1» Upo Upao -.. › TAE ра, р» ...— простые натураль- 
ные числа, является неприводимым порождающим множест- 
вом T. 

3) Найти все идемпотенты полугруппы T. 

3.1.20. Пусть 7Т’— полугруппа, определенная в предыду- 
щей задаче. Какие из следующих подмножеств T” являются 
подполугруппами, идеалами (левыми, правыми, двусторон- 
ними), нормальными подмножествами: 

1) множество М, всех Um, m у которых т равно некото- 
pomy фиксированному числу Z> 1; 

2) множество Ma всех ит „, у которых mM = N; 

3) множество Mz всех Um, n у которых и кратно неко- 
торому фиксированному числу д 

4) множество М; всех lim n У которых т кратно неко- 
торому фиксированному числу 4 

5) множество %М; всех и n у которых т, п кратны He- 
которому фиксированному простому числу р. 

За Hye ве 2;:78;,4 96, 8; © Пу 
из > Те: 


12345678 12345678 
ева мате аа) 
1234567 8 12345678 
а И 


На =— 


= 


Какие из уравнений и; x =v (i=l, 2, 3) разрешимы? 
Сколько решений имеет каждое разрешимое из них? 

3.1.22. Пусть и, °С Те. Для того чтобы уравнение 
их = было разрешимо, необходимо и достаточно, чтобы 
и? vQ. Доказать. 
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3.1.23. Выяснить, для каких пар преобразований u,v Е Те 
уравнение их = имеет единственное решение. 
3.1.24. Пусть № — множество всех натуральных чисел, 


и, U» и Е Тм 


ETIA и 
Е И E a E : 
Zo on 
U = г 
ЕЕ -Fil 
о 


1 EE Ar 
р e e3 
ʻa о 2-2 


4 
1 2349... 2n 2n+1... 
nS lossi о. 


Какие из уравнений хи; =v (i= 1, 2, 3) разрешимы, какие 
из них имеют единственное решение? 

3.1.25. Выяснить, для каких пар преобразований и, 
' v Е Те уравнение хи = vV рем Когда оно имеет един- 
ственное решение? 

Примечание. Из задач 3.1.22, 3.1.25 следует, что CY- 
перпозиция преобразований не обладает свойствами обрати- 
мости. 

3.1.26.У. Найти условие, при котором: | 

1) преобразование и является правым делителем тожде- 
ственного преобразования e в полугруппе Ге; 

2) преобразование и является левым делителем е в полу- 
группе Те; 

3) преобразование и является идемпотентом. 

3.1.27. Пусть @® — множество вещественных чисел OT- 
резка [0, 1], множество T'C Те состоит из всех преобразо- 
‚ ваний вида: 


ui=] 9; если: EC, 


1, если = с; 


0, если Ё=с 
ЕЕ 
1, если &`>с, 


где с — любое вещественное число из Q. 
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1) Доказать, что T — полугруппа. 

2) Описать все идемпотенты полугруппы T”. 

3) Найти все левые и все правые идеалы T. 

3.1.28. Пусть Q = {1, 2, 3, 4, 5, 6, 7, 8}. Какие из cie- 
дующих множеств Те являются нормальными подмножест- 
вами: 

1) множество всех преобразований, ранги которых не пре- 
-восходят трех; 

_ 2) множество всех преобразований ранга 5; 

3) множество Qy всех преобразований ранга 6, обла- 
дающих свойствами: для любых и, Е Ом выполняется 
uQ == vL = М и Uu = ид. выполняется тогда и только тогда, 
когда 99 = (и, ER, МС LQ; 

4) множество подстановок 


123409678 23495 6г8 
325855 Е3 838311587 


Е С: [234050678 
510133857 [5158839 


5) множество подстановок 


92-3-4067 5 12345678 
3941971002’ 44258317) 


3.1.29. Пусть а — некоторое вещественное число, А — 
множество вещественных функций f(x), дифференцируемых 
в точке а и таких, что f(a)= a. Доказать, что: 

1) А является полугруппой относительно действия супер- 
позиции функций; 

2) отображение 0, определяемое равенством 8[1(х)] = 
= Г’ (а) (f (x) СА), является гомоморфизмом А в мультипли- 
кативную полугруппу вещественных чисел. 

3.1.30. Пусть Q > произвольное множество, п — фикси- 
рованное натуральное число. Доказать, что множество J, 
всех преобразований из Tg, ранги которых меньше п, есть 
двусторонний идеал полугруппы Ге. 

3.1.31.У Если Л — двусторонний идеал полугруппы Те и 
u ЕЛ ти=п (пр— натуральное число), то J содержит и 
любое преобразование ранга, не превосходящего п. Доказать. 


> 
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3.1.32. Пусть Q = {1, 2, 3, 4, 5, 6, 7, 8}. Какие из сле- 
дующих подмножеств Те являются группами: = | 


ти [232456738 12345678 
7: 6126 бе тб 


12345678 
а 
12345678 
7) м оозвьвв)| 
12345678 
5) м [за таза в] 


а а 12345678 
439 3 5 36 бое a 


1239540618 12345678 
гетто) а 


3.1.33. Пусть О — некоторая группа преобразований MHO- 
жества Q. Доказать, что если и, v С Q, то выполняются YC- 
ловия: 1) и® —=99%; 2) если их = и, то 9% = В. 

3.1.34.У. Доказать, что если преобразование и входит 
в некоторую группу преобразований множества ®, то и 
удовлетворяет следующим двум условиям: 1) для любых 4, 
ВЕ uQ, a >В, выполняется ua Æ иВ; 2) для любого a E uQ 
найдется В © и® такое, что и8 =a. 

3.1.35.У. Доказать, что если для преобразования и мно- 
жества ® выполняются условия задачи 3.1.34, то и входит 
в некоторую группу преобразований множества Q. 

3.1.36. Пусть Q — множество всех комплексных чисел, и 
пусть а, 6, с, 4 — преобразования ®, согласно которым 


az= 8) фе 2% e2 = 1 — z, dz = 22 


(z € Q, Z — сопряженное с Z число). 
Доказать, что всякое неприводимое порождающее MHO- 
жество полугруппы [а, b, с, 4]; состоит из четырех эле- 


ментов. 
3.1.37.У. Пусть Q — конечное множество, состоящее из п 
элементов. Доказать, что всякое порождающее множество 
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полугруппы Tg содержит преобразования ранга n и преоб- 
разования ранга n — 1. 
3.1.38.У. Пусть Q — конечное множество, состоящее из п 
элементов. Доказать, что множество всех преобразований 
ранга п — 1 является порождающим для идеала Jy (см. 3.1.30). 
3.1.39.У. Пусть Q — конечное множество, состоящее из M 
элементов. Всякое порождающее множество полугруппы Те, 
содержащее две подстановки ранга и — 1, приводимо. Доказать. 
Примечание. Из задач 3.1.37, 3.1.38, 3.1.39 следует, 
что если множество ® состоит из и элементов, то всякое 
неприводимое порождающее множество полугруппы Tg co- 
держит некоторые подстановки ранга и и единственную NONM- 
становку ранга п — 1. 
3.1.40.У. Множество M, состоящее из любого преобразо- 
вания ранга и — | и всех преобразований ранга п, является 
порождающим для полугруппы Те где ® — конечное MHO- 
жество, состоящее из M элементов. Доказать. 


$ 2. Обратимые преобразования 


Пусть и — преобразование множества Q. Преобразование и! 
того же множества называют обратным для преобразования и, 
если ии ' = W tu = e, где е — тождественное преобразование. 

Если преобразование u обладает обратным преобразованием, 
то его называют обратимым. 

Будет доказано (см. 3.2.7, 3.2.8), что преобразование обратимо 
тогда и только тогда, когда оно является взаимно однозначным 
отображением множества Q на себя. Отсюда следует, что если об- 
ратимое преобразование записано в виде подстановки, то в ниж- 
ней строке подстановки все элементы различны и в ней содер- 
жатся все элементы 9. 

Множество всех обратимых преобразований некоторого MHO- 
жества Q есть группа относительно действия умножения преобра- 
зований, единицей которой является тождественное преобразование 
(см. 3.2.6). 

Эту группу, а также любую ее подгруппу обычно называют 
группой преобразований. Мы в дальнейшем под словом «группа 
преобразований» также будем понимать только группу, состоящую 
из обратимых преобразований, рассматриваемую относительно дей- 
ствия умножения преобразований. | 


3.2.1. Какие из преобразований задач 3.1.2, 3.1.14 яв- 
ляются левыми или правыми делителями тождественного пре- 
образования? Какие из этих преобразований обратимы? Для 
обратимых найти обратные преобразования. 
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3.2.2. Пусть ® — множество всех вещественных чисел. 
Какие из следующих функций, заданных на Q, являются об- 
ратимыми преобразованиями Q: 

1) fı (x)= x” (п — натуральное); 

2) fa) = 2; 

3) f (x)=ax -b (a, ВС ®, a #0) 

Yh EAS 

3.2.3. Пусть р, — бинарное отношение, определенное 
в задаче 3.1.16, где и — обратимое преобразование Q. 
Найти: | 

1) Pri р» Pro Pw 

2) правый и_ левый срезы отношения р, по каждому эле- 
менту. 

3.9.4. Доказать, что обратимое преобразование обладает 
единственным обратным преобразованием. 

3.2.5. Пусть и, о — обратимые преобразования множества Q. 
Доказать, что ио — обратимое преобразование, и найти для 
него обратное преобразование. 

3.2.6.Т.У. Доказать, что множество всех обратимых пре- 
образований произвольного множества Q есть группа преоб- 
разований. Какое преобразование является единицей этой 
группы? Какое преобразование является обратным элементом 
для преобразования и этой группы? 

3.2.7.Т. Пусть и — обратимое преобразование множества Q. 
Доказать, что выполняются следующие два условия: 

1) и взаимно однозначно, т. €. для любых двух элемен- 
тов а, BEQ (a Æp) выполняется ua 52 ив; 

2) uQ =Q, т. e для любого элемента ВС найдется 
элемент & такой, что Ua = 8. 

3.2.8.Т.У. Всякое преобразование и, для которого выпол- 
няются условия предыдущей задачи, является обратимым. 
Доказать. | 

3.2.9.У. Пусть обратимое преобразование и некоторого 
множества Q задано подстановкой 


Записать в виде подстановки A 
3.2.10. Проверить выполнение двух условий задачи 3.2.7 
для преобразований, данных в задачах 3.1.11, 3.1.19, 3.1.36. 
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3.2.11. Используя задачи 3.2.7, 3.2.8, выяснить, какие из 
следующих преобразований обратимы. Для обратимых из них 
найти обратные преобразования: 

1) преобразование, данное в задаче 1.2.5; 

2) преобразование, данное в задаче 1.2.6; 

3) преобразование, данное в задаче 1.2.8; 

4) преобразования, указанные в предыдущей задаче. 

3.2.12. Пусть А, 2 т, п — заданные рациональные числа, 
для которых выполняется условие Аи — (т == 0. Пусть Q — 
поле всех вещественных чисел вида L» где f(x), ẹ(x)— 
полиномы над полем рациональных чисел, а в — произволь- 
ное, но фиксированное вещественное трансцендентное число. 
Доказать, что следующее преобразование и множества Q: 

F| ke-1 ) 
- Ee = те -~-n 
$ (e) ke-7 
ие) 
обратимо, и найти для него обратное. 

3.2.13. Пусть G — множество всевозможных преобразова- 
ний из задачи 3.2.12 (для всевозможных рациональных А, 4 
т, п, удовлетворяющих условию Ап — im Æ 0). 

1) Доказать, что а — группа преобразований. 

2) Выяснить, является ли группой множество всевозмож- 
ных преобразований и, у которых M= Q, n=l. 

_ 3) Описать все преобразования из группы @ которые 
являются элементами второго порядка. 

3.2.14. Пусть Q — множество всех вещественных чисел, 
отличных от нуля и единицы. Множество G состоит из сле- 
дующих преобразований Q: 


139 = 1 — g, 


, 


. | 
119 — 9 159 = 5: 


a а—] | 

а Ив == чае: ЩЕ: e 

1) Доказать, что @ — группа преобразований, и соста- 
вить таблицу умножения Q. 

2) В группе Q найти единицу и все элементы, которые 
являются обратными для самих себя. 

_ 3) Доказать, что группа G изоморфна группе всех обра- 

тимых преобразований трех элементов. 
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3.2.15. Пусть ® — множество всех вещественных чисел, 
G — множество всех преобразований Q вида Ua, p (4) = aa — b, 
где а, b — произвольные вещественные числа и а 0. Jlo- 
казать, что @ — группа преобразований, не обладающая KO- 
нечным порождающим множеством. 

3.2.16. Пусть @ — группа из предыдущей задачи. Какие 
из следующих подмножеств G являются подгруппами Q, Ka- 
кие являются нормальными делителями Q: 

1) подмножество H преобразований ии p 

2) подмножество Н’ преобразований Ua, a 

3) подмножество H” преобразований ид, о? 

3.2.17. Пусть О — группа всех обратимых преобразова- 


ний некоторого множества Q, и пусть G — совокупность би- 
нарных отношений р, из задачи 3.1.16 для всевозможных. 


и С G. Доказать, что G есть группа относительно действия 
умножения бинарных отношений, изоморфная G. 

3.2.18. Пусть Q — множество точек трехмерного прост- 
ранства. Выяснить, какие из следующих преобразований ® 
обратимы: 

1) вращение пространства вокруг оси на некоторый угол; 

2) проектирование пространства на данную плоскость; 

3) симметрия пространства относительно данной плоскости 
(отражение относительно данной плоскости); 

4) преобразование u, обладающее свойством р (их, иу) = 
= 2p (x, у), где p(x, у) — расстояние между точками X, у. 

3.2.19. Пусть Q — множество точек плоскости. Выяснить, 
какие из следующих множеств преобразований ® являются 
группами преобразований: 

1) множество всех параллельных переносов плоскости; 

2) множество всех вращений плоскости вокруг данной 
точки; 

3) множество вращений плоскости на некоторый фикси- 
рованный угол Ф вокруг всевозможных точек плоскости; 

4) множество всех вращений плоскости вокруг всевоз- 
можных точек и всех параллельных переносов плоскости; 

5) множество всех осевых симметрий плоскости. 

3.2.20. Пусть 


РЕ а Ae tye 


ха 2-м -H 22мм H жж 
A- Ха — 5. 
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Найти число обратимых преобразований совокупности пере- 
менных { X1, Xo Xg Хи, которые не изменяют f(x Xa 
Хз; №4): 

3.2.21. Пусть 


Аж Xa Хз) = а — жа жа — ма H aA H 
H xax A Зхх: — 5. 


Найти обратимые преобразования совокупности переменных 
{ м, Хь X3}, которые не изменяют f(X1, Хо, хз). Доказать, 
что эти преобразования образуют группу преобразований. 

3.2.22. Пусть F (X1, Lo ..., Xn) — произвольный полином. 
Доказать, что множество всех преобразований совокупности 
переменных Xi Х.,..., Xp оставляющих F без изменения, 
есть группа преобразований. 

3.2.23. Пусть 


DAR М а 

== (Xa — X1) ... (£n — X1) (X3 — №)... (Xn — = 

=T 
1<& 

Доказать, что любое обратимое преобразование совокупности 
переменных { X1, №», ..., Xn} или оставляет U, без изменения 
или изменяет только его знак. 

3.2.24. Пусть Vn (х1, Xa ..., Xn) — полином из предыду- 


щей задачи. Доказать, что преобразование и совокупности 
его переменных, согласно которому их;==х, их, = X; 
UX, = Xp (k Æi, j), изменяет лишь знак Up. 

3.2.25. Доказать, что группа всех обратимых преобразо- 
ваний множества, состоящего из M элементов, имеет поря- 
док A! 


$ 3. Обратимые преобразования 
конечных множеств 


В этом параграфе мы будем рассматривать обратимые пре- 
образования конечных множеств. Поскольку мы занимаемся изу- 
чением суперпозиции преобразований, природа элементов преобра- 
зуемого множества нам безразлична. Поэтому из соображений 
удобства записи будем рассматривать в этом параграфе только 
преобразования множеств натуральных чисел. 
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Группу всех обратимых преобразований множества Q == {1, 2,... 
..., N} называют симметрической группой п-й степени. Будем 
обозначать эту группу Spa. Всякое преобразование из группы Sp 
будем называть подстановкой п-й степени или преобразованием 
п-й степени. 

Подстановку вида 


Е аз... бр: @р В, ... = 


Qg Qg t... ah “1 В, s.s Ви 


будем называть А-членным циклом или циклом длины k и 
записывать так: (а, а, ..., ар). Очевидно, запись цикла можно 
начинать с любого qj. Запятые в записи цикла чаще всего опус- 
каются. 


Два цикла (а, ... а»), (8, ..., В) будем называть не- 
зависимыми, если множества {а,, ..., ak}, {Bi ..., В} не nepe- 
секаются. 


Будет доказано, что каждую подстановку можно представить 
в виде произведения независимых циклов (см. 3.3.5). О подстановке, 
представленной в виде произведения независимых циклов, будем 
говорить, что она разложена на независимые циклы. 

Двучленный цикл называют транспозицией. 

Подстановка п-й степени называется четной, если ее 
можно представить в виде произведения четного числа транспо- 
зиций. Подстановка 1-Й степени называется нечетной, если ее 
можно представить ввиде произведения нечетного числа транс- 
позиций. 

Будет доказано (см. 3.3.14), что каждую подстановку п-й сте- 
пени можно представить в виде произведения транспозиций, причем 
в различных таких представлениях одной и той же подстановки 
количество транспозиций будет оставаться всегда четным или всегда 
нечетным (см. 3.3.16). Отсюда следует, что каждая подстановка 
п-й степени является или четной или нечетной подстановкой. 

Множество всех четных подстановок N-Ö степени есть под- 
группа группы $„ (см. 3.3.17). Эту подгруппу называют знакопе- 
ременной группой п-й степени. 


3.3.1. Пусть и, 9, W, г, t E Sg 
и = (123) (4568), — (34) (52618), w = (134)(2357)(1846), 
z — (82143)(12)(15), t= (874312)(56). 


Найти u’, vu, wzt, w2, tzw. 
3.3.2. Найти порядки следующих элементов группы Syg: 
и = (1, 3, 2, 5, 4, 6, 7, 8, 12, 10, 9, 11), о==(2, 1, 5, 8, 4). 


3.3.3. Доказать, что всякие два независимых цикла пере- 
становочны. 
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3.3.4. Представить B виде произведения независимых цик- 
лов следующие подстановки: 


12345678 
ав в вт а, 


ПЕ 8-4 56790 NNA 
-ASS Н 67532 40а} 


193456789 
ВВ E 


3.3.5.Т. Доказать, что каждую подстановку можно пред- 
ставить в виде произведения независимых циклов. 
3.3.6. Пусть 


U= (011049... Alki) (A1 ... 924.) ... (41042... эь ). 
Доказать, что 
w = (rk, ... 9200)... (2%, -> 039991) (Aik, -.. 9101). 


3.3.7. Найти все степени цикла и == (в, 9, ..., Qp) C Ha- 
туральными показателями. 
3.3.8. Если разложение подстановки и на независимые 


циклы состоит из циклов длин Mi, Mo, ..., Mp, то порядок 
и равен наименьшему общему кратному чисел Mi, то, ..., ту. 
Доказать. 


3.3.9. Пусть подстановка и представлена в виде произведе- 
ния циклов, U — произвольная подстановка. Доказать, что если 
в циклах, составляющих ий, произвести замену всех чисел так, 
как указывает подстановка V, то получится подстановка VUV". 

3.3.10. Пользуясь правилом, указанным в предыдущей 
задаче, вычислить иги! ЕВ, vzv”, где и, v, W, г, Ё—под- 
становки из задачи 3.3.1. 

3.3.11. Пусть 


и=(1 2 3)(4 5 6) (1 8 9, 
9=(1 4 7) (25 8) (3 6 9), w=(4 5 6) (78 9). 


Доказать, что и перестановочно0 и CU ис W и что и 
можно представить в виде произведения, сомножителями ко- 
торого являются V, W. 

3.3.12. Найти все элементы группы Śp, перестановочные 
с циклом (2195... An), где Qi в», ..., On — перестановка чисел 
ЕЕ 2 
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3.3.13. Найти все элементы $, перестановочные с NON- 
становкой U= (албсазоцав) (овала) E Sio TAE Ap ..., 1o 
все различны. 

3.3.14.У. Доказать, что каждую подстановку можно пред- 
ставить в виде произведения транспозиций. 

3.3.15. Пусть 

а 1.2.3.456. 1:39 

ео Aag e ы 
Доказать, что: 

1) подстановку и можно представить в виде произведения 
семи, девяти, одиннадиати и пятнадцати различных транспо- 
зиций и нельзя представить в виде произведения пяти транс- 
позиций; 5 

2) подстановку U можно представить в виде произведе- 
ния четырех, шести, восьми и десяти различных транспо- 
ЗициЙй; 

3) подстановку и можно представить в виде произведения 
любого. нечетного числа транспозиций, большего пяти; 

4) подстановку V можно представить в виде произведе- 
ния любого четного числа транспозиций, большего двух. 

3.3.16.У. Доказать, что при любом разложении данной 
подстановки на произведение транспозиций число транспози- 
ций будет всегда одинаковой четности. 

3.3.17.Т.У. Доказать, что множество всех четных подста- 
новок M-Ö степени является подгруппой группы $, и что NO- 
рядок этой подгруппы равен п!/2. 

3.3.18. Доказать, что подмножество 


Н=={е, (12) (34), (13) (24), (14) (23)} 


группы &, является коммутативной подгруппой. Составить 
таблицу умножения группы ЯН. 

Примечание. Группу Н называют четверной группой 
или группой Клейна. 

3.3.19.У. Доказать, что следующие множества подстано- 
вок являются порождающими для симметрической группы S: 

1) множество всех циклов; 

2) множество всех транспозиций; 

3) множество транспозиций (1 2), (2 3),..., (n— 1- ny 

4) множество транспозиций (1 2), (13), ..., (1 a) 
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5) множество, состоящее из двух подстановок: (4%), 
(9105... An) Где Qn a% ..., An — любая перестановка чисел 
AED ча S . 

3.3.20. Доказать, что каждое из следующих множеств 
является порождающим множеством а группы 
п-й степени: 

1) множество всех тройных циклов; 

2) множество циклов (1 2 3), (1 2 4),..., (1 2 n) 

3.3.21.У. Доказать, что каждое из следующих MHO- 
жеств является неприводимым порожлающим множеством 
группы Sg: ее. 

2) М.={(12), (34), (123) (456) }; 

3) Ma={ (12), (23), (24) (156) }. 

3.3.22. Доказать, что ни одно порождающее множество: 
группы $» состоящее из двух элементов, не содержит эле- 
ментов группы Клейна (см. 3.3.18). 

3.3.23.У. Доказать, что для всякого элемента UE $ (и Æ e) 
найдется элемент VÆ S; такой, что $; = [u, v]. 

3.3.24.У. Если в разложении подстановки на независимые 
циклы все неединичные циклы одинаковой длины, то она на- 
зывается регулярной. Доказать, что каждая степень и-член- 
ного цикла есть регулярная подстановка и что длина каж- 
дого цикла, входящего в ее разложение на независимые 
циклы, является делителем M. 

3.3.25. Доказать, что всякая регулярная подстановка яв- 
ляется степенью некоторого цикла (см. 3.3.24). 

3.3.26.У. Пусть и, и’ — регулярные (см. 3.3.24) перестано- 
вочные подстановки степени ти, не имеющие неподвижных 
точек (m, п — взаимно простые натуральные числа). Подста- 
новка и имеет порядок т, подстановка V имеет порядок п. 
Доказать, что ии’ — цикл длины MN. 

3.3.27. Выяснить для каких m в симметрической группе S; 
найдутся элементы порядка 1. 


$ 4. Эндоморфизмы 


Пусть в множестве Q заданы некоторые отношения. Примера- 
ми отношений могут служить бинарные отношения, в частности 
упорядоченности, алгебраические действия и т. д. 

Преобразование множества Q называется эндоморфизмом Q 
относительно заданных отношений, если всякая система элементов, 
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связанных одним из рассматриваемых соотношений, преобразуется 
в систему элементов, связанных тем же соотношением. 

Например, если в множестве Q задано алгебраическое дейст- 
вие, обозначаемое значком О, то эндоморфизмом Q относительно 
этого действия будет всякое преобразование и множества Q, удов- 
летворяющее условию: если a O b= c(a, b, с С Q), то иаО иб опре- 
делено и uao ub= ис. Если в множестве Q задана упорядочен- 
ность, TO эндоморфизмом Q относительно этой упорядоченности 
будет всякое преобразование и множества Q, удовлетворяющее 
условию: если a< В(а, ВС Q), то ua <u. Линейные преобразова- 
ния являются эндоморфизмами линейного пространства, относитель- 
но действий, введенных в этом пространстве. Пусть в трехмерном 
пространстве задано отношение р, согласно которому всякие три 
точки Mi, Mo, М, находятся в отношении р; если они лежат на 
одной прямой и М, лежит между М, и M, то эндоморфизмами 
пространства относительно р будут всевозможные аффинные пре- 
образования (см. 3.4.27). 

Про эндоморфизм множества Q относительно заданных в Q OT- 
ношений говорят, что он сохраняет эти отношения B Q. 

Легко доказать, что множество всех эндоморфизмов произ- 
вольного множества относительно заданных в нем отношений яв- 
ляется полугруппой преобразований (см. 3.4.7). 

Обратимое преобразование и множества Q, являющееся эндо- 
морфизмом относительно некоторых заданных в ® отношений, бу- 
дем называть обратимым эндоморфизмом Q относительно этих 
отношений. Если же W! тоже является эндоморфизмом относитель- 
но заданных отношений, то и называют автоморфизмом Q OTHO- 
сительно этих отношений. 

Будет доказано (см. 3.4.12), что множество всех автоморфиз- 
мов Q относительно заданных отношений является группой преоб- 
разований. 

Если ясно, относительно каких отношений рассматривается эндо- 
морфизм, то слова «относительно заданных отношений» опускают. 

Отметим, что термин «эндоморфизм» в теории групп обычно 
применяется только в одном частном случае, а именно к эндомор- 
физмам, сохраняющим действие в группе. Если некоторая подгруп- 
па преобразуется в себя при всех эндоморфизмах группы, сохраня- 
ющих действие, то она называется вполне характеристической 
подгруппой. 


3.4.1. Пусть ® — множество всех вещественных чисел, 
упорядоченное по величине. Какие функции, заданные на всем 
множестве Q, являются эндоморфизмами Q? 

3.4.2. Пусть р — следующее бинарное отношение в мно- 
жестве № натуральных чисел: (т, п)Е-р, если т делится на п. 
Какие из следующих преобразований являются эндоморфиз- 
мами N: 

1) преобразования и, v задачи 3.1.14; 

2) преобразование № согласно которому tn =n? (пЕМ); 


$ 4] ЭНДОМОРФИЗМЫ 83 


3) преобразование =, согласно которому 


Е: если. n= k 
#1. — 
р если п >, 


где р, — наибольшее простое число, являющееся делителем п; 

4) преобразование ®,„ согласно которому W, (п) = pn, 
где р — фиксированное натуральное число, ис М. 

3.4.3. Пусть № — множество натуральных чисел. Какие из 
преобразований задачи 3.4.2 являются эндоморфизмами N, 
сохраняющими действие сложения, действие умножения? 

3.4.4. Пусть в множестве всех целых чисел R опреде- 
лено действие следующим образом: той==т--и, если т, 
п — натуральные числа; для остальных пар чисел действие не 
определено. 

1) Доказать, что преобразование и, согласно которому 


2$ если == 0; 
и (0 = — 4 если [< 0 и нечетное; 


| y> если [< 0 и четное, 
является обратимым эндоморфизмом Ю. 

2) Выяснить, является ли U автоморфизмом. R. 

3.4.5. Пусть в множестве А определено действие, обла- 
дающее свойством неограниченной применимости. Доказать, 
что всякий обратимый эндоморфизм А является автомор- 
физмом. 2 

Примечание. Результат сопоставить с результатом 
предыдущей задачи. 

3.4.6. Доказать, что преобразование и из задачи 3.2.12 
является автоморфизмом преобразуемого множества Q OTHO- 
сительно обычных действий сложения, вычитания, умножения 
и деления и что при этом автоморфизме каждое рациональ- 
ное число остается неподвижным. 

3.4.7.Т. Пусть в множестве Q заданы некоторые отноше- 
ния. Доказать, что множество всех эндоморфизмов Q, сохра- 
няющих заданные отношения, является полугруппой относи- 
тельно действия умножения преобразований. 

3.4.8. Пусть А — мультипликативное множество, ас А и 
пусть и, — преобразование множества А, преобразующее Kax- 
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дый его элемент в а. Доказать, что и, является эндомор- 

физмом А тогда и только тогда, когда а — идемпотент. 
3.4.9. Пусть Ю — аддитивная группа рациональных чи- 

сел, ГЕК. Доказать, что преобразование х,„, согласно KOTO- 


pomy х,(а)==га (для любого ас К), является эндоморфиз- 


\ 


MOM 

3.4.10. Пусть R — аддитивная группа рациональных чисел. 
Доказать, что полугруппа эндоморфизмов R состоит из 
всевозможных эндоморфизмов x, задачи 3.4.9 (при всех 
ГЕК). 

3.4.11.Т. Используя две предыдущие задачи, доказать, что 
всякий эндоморфизм аддитивной группы рациональных чисел, 
отличный от нулевого, является автоморфизмом (нулевой 
эндоморфизм преобразует каждое число в нуль). 

3.4.12.Т. Пусть в множестве Q заданы некоторые OTHO- 
шения. Доказать, что множество всех автоморфизмов ®, co- 
храняющих заданные отношения, является группой преобра- 
зований. 8 

3.4.13.У. Пусть в конечном множестве Q заданы некото- 
рые отношения. Доказать, что всякий обратимый эндоморфизм 
Q относительно заданных отношений является автоморфизмом. 
Справедливо ли это утверждение для любого множества? 

3.4.14. Пусть  — группа всех неособенных матриц BTO- 
рого порядка с рациональными элементами, 4 — определи- 


тель матрицы aÇ G, записанный в виде d= 2", где m, п — 


нечетные целые числа, /, — целое число (таким способом, 
очевидно, можно записать всякое рациональное число 4). 
1) Доказать, что преобразование иЕТе, определенное 


следующим образом: 
Г: 
и f у 


является эндоморфизмом группы @ относительно действия 
умножения матриц. 
2) Найти образ матрицы 


ви 


при этом эндоморфизме. 


$ 4] ЭНДОМОРФИЗМЫ 85 


3) Доказать, что центр группы Q не является ее вполне 
характеристической подгруппой. 

3.4.15. Найти все вполне характеристические подгруппы 
группы кватернионов (см. 2.6.39). 

3.4.16. Пусть в множестве Q= { 1, 2, 3, 4, 5, 6} задано 
бинарное отношение р следующим образом: (т, п) Е-р, если 
числа M, п взаимно просты. Найти количество эндоморфиз- 
мов Q, имеющих ранги не больше двух. 

3.4.17. Пусть 8 ={а, В, 1,8, e}, и пусть в Q задана 
‚ упорядоченность следующим образом: «< В< при любом 
8, 8. 

1) Найти все автоморфизмы ®. 

2) Доказать, что группа автоморфизмов ® изоморфна 
группе $, (см. § 3). 

3.4.18. Пусть упорядоченность в конечном множестве Q 
задается так: а = где а — фиксированный, а & — произволь- 
ный элементы из Q. Описать все эндоморфизмы Q. 

3.4.19. Пусть Q — упорядоченное множество из задачи 
3.4.18. Пусть Q получается из Q присоединением элемента у, 
не сравнимого ни с одним элементом из Q (v É $, sÉ y, 8 29). 
Доказать, что группы автоморфизмов ® и Я’ изоморфны. 

3.4.20. Пусть р — непустое бинарное отношение в MHO- 
жестве Q. Пусть / — множество всех преобразований ®, ранги 
которых равны 1. Доказать, что полугруппа всех эндомор- 
физмов Q содержит J тогда и только тогда, когла p—peg- 
лексивное отношение. 

3.4.21. ’Пусть р — рефлексивное бинарное отношение 
в множестве Q. Доказать, что полугруппа эндоморфизмов Q 
относительно р совпадает с полугруппой всех преобразова- 
ний Q тогда и только тогда, когда р — диагональ или уни- 
версальное бинарное отношение (см. гл. l, § 3). 

3.4.22. Пусть Q — упорядоченное множество. Будем гово- 
рить, что Q связно, если для любых о, ВС. найдется це- 
почка элементов & =, &, ..., и = B (&,..., и ŒQ), в KO- 
торой каждые два соседних элемента сравнимы (E;< Ẹja 
или $; <). Доказать, что если Q связно, то для любого 
эндоморфизма и множество и® также связно. 

3.4.23.У. Доказать, что всякий обратимый эндоморфизм 
линейно упорядоченного множества является автоморфизмом. 
Справедливо ли это утверждение для любого упорядоченного 
множества? 


86 СУПЕРПОЗИЦИЯ ПРЕОБРАЗОВАНИЙ . ГЛ. Ш 


3.4.24. Пусть № — множество натуральных чисел, упоря- 
доченное по величине. Доказать, что группа автоморфизмов 
_ N единичная. Справедливо ли это утверждение для множества 
всех целых чисел, упорядоченного по величине? 

3.4.25. Пусть р — отношение эквивалентности в множестве 
Q и а, В, ТС Q. Доказать, что преобразование и, определен- 
ное следующим образом: 


В если ($, y) Ев 
ИЕ == 
B, если ($ y) Æp, 


является эндоморфизмом Q. 

3.4.26. Пусть Q — упорядоченное множество, 4 < В, 1 = ò, 
(a, В, p òè С ®, aß, 1529). Доказать, что существует эндо- 
морфизм Q, который преобразует a в y, a B B à. 

3.4.27.У. Пусть в трехмерном пространстве задано OTHO- 
шение p, согласно которому точки ЛМ, Ma М; находятся 
в отношении р, если они расположены на одной прямой так, 
что ЛМ лежит между М; и M Доказать, что всякое аффин- 
ное преобразование пространства является эндоморфизмом 
пространства относительно р (аффинное преобразование — 
это обратимое преобразование, переводящее всякую прямую 
в прямую). Выяснить, являются ли аффинные преобразования 
автоморфизмами пространства относительно р. 

3.4.28. Пусть ® — множество всевозможных чисел вида 
а-НвУ 2-- с УЗ-Рауб6, rae а, b, с, d— рациональные 
числа, и пусть Се — группа всех автоморфизмов & относи- 
тельно обычных арифметических действий, для которых каж- 
дое рациональное число является неподвижной точкой (см. 
3.4.12). 


1) Найти и(У 2), u M 3) для любого и € Ge. 

2) Доказать, что группа Gg конечна. 

3.4.29. Пусть Gg — группа из предыдущей задачи. Joka- 
зать, что подмножество H группы Gg, состоящее из всех 


автоморфизмов, для которых и 2 является неподвижной точ- 
кой, есть нормальный делитель группы Ge. 

3.4.30.У. Пусть Q — поле из задачи 3.2.12. Доказать, что 
группа всех автоморфизмов @® относительно обычных ариф- 
метических действий бесконечна. 

3.4.31. Пусть P — множество эндоморфизмов упорялдо- 
ченного множества Q&Q, определенное следующим образом: 
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и СР, если uQ линейно упорядочено. Доказать, что P — дву- 
сторонний идеал полугруппы всех эндоморфизмов ®. 

3.4.32.У. Пусть 8 ={1, 2,..., п} упорядочено по вели- 
чине. 

1) Найти все идемпотенты полугруппы эндоморфизмов ® 
ранга п — 1. 

2) Доказать, что все идемпотенты ранга и — 1 образуют 
порождающее множество этой полугруппы. 

3.4.33. Пусть Q — упорядоченное множество из задачи 
3.4.18. Доказать, что полугруппа эндоморфизмов Q регулярна. 

3.4.34.У. Доказать, что полугруппа эндоморфизмов упо- 
рядоченного множества Q из задачи 3.4.17 нерегулярна. 


$ 5. Группы движений 


Пусть Q — множество точек прямой. Движением прямой назы- 
вается всякое преобразование Q, сохраняющее расстояние между 
любыми ее двумя точками. 

В множестве Q для каждого вещественного неотрицательного 
числа с определим бинарное отношение pe, согласно которому 
(M, М.) С ре, если расстояние между точками М,, М. равно с. 
Тогда движения и только они являются эндоморфизмами Q, сохра- 
няющими каждое из отношений ре. 

Наряду с движениями прямой мы будем рассматривать движе- 
ния плоскости и пространства, т. е. их преобразования, сохраняю- 
щие расстояния между точками. Так же как и на прямой, движе- 
ния плоскости и пространства являются эндоморфизмами относи- 
тельно всех отношений ре. 

Всякое преобразование, которое является результатом некото- 
рого механического перемещения, очевидно, является движением. 
Такие движения обычно называют движениями первого рода. Все 
движения не исчерпываются движениями первого рода. Например, 
симметрия плоскости относительно прямой (ее иначе называют от- 
ражением относительно прямой) является движением, но ‘не яв- 
ляется движением первого рода. Движения, не являющиеся движе- 
ниями первого рода, называют движениями второго рода. 

В дальнейшем мы не будем подразделять движения на движе- 
ния первого и второго рода и даже не будем использовать-термины: 
«движение первого рода», «движение второго рода». 

Каждое из множеств: всех движений прямой, всех движений 
плоскости, всех движений пространства — является группой преоб- 
разований (см. 3.5.1). Подгруппы этих групп называют группами 
движений. 

Пусть Q — множество точек прямой, плоскости или простран- 
ства, а Ф — некоторая фигура в Q (т. e. Ф — подмножество Q). Camo- 
совмещением фигуры Ф B Q называется всякое движение Q, npe- 
образующее фигуру Ф на себя. 
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Для данной фигуры Ф рассмотрим в Q бинарное отношение To, 
согласно которому (М,, М,) С to, если обе точки М,, М, С ХФ. Будет 


доказано, что самосовмещения фигуры Ф являются всеми автомор- 
физмами Q относительно отношения Ta и всех отношений р’, опре- 


деленных выше (см. 3.5.11). Отсюда следует, что множество всех 
самосовмещений фигуры есть группа преобразований. 

Можно сказать, что группа самосовмещений фигуры характери- 
зует «степень симметричности фигуры». Иначе говоря, нахождение 
группы самосовмещений фигуры равносильно нахождению ее сим- 
метрии. Определение симметрии фигур часто бывает очень важным 
для изучения их строения. В частности, изучение групп самосовме- 
щений фигур специального вида имеет весьма большое значение 
в кристаллографии. 


3.5.1. Пусть Q — множество точек прямой, плоскости или 
пространства. Доказать, что: 

1) каждое движение ® является раны оба 
ванием; 

2) множество всех движений Q является группой преоб- 
разований. 

3.5.2. Доказать, что группа всех движений прямой имеет 
подгруппу, изоморфную аддитивной группе вещественных чисел. 

3.6.3. В группе всех движений плоскости найти все эле- 
менты конечного порядка и все элементы второго порядка. 

3.56.4. Доказать, что множество всех осевых симметрий 
плоскости является порождающим множеством группы всех 
движений плоскости. 

3.5.5. Доказать, что множество параллельных переносов 
плоскости является нормальным делителем группы всех ABH- 
жений плоскости. | 

3.5.6. Пусть Ф — некоторая фигура в пространстве, и 
пусть А — совокупность всех движений пространства, для KAX- 
дого из которых любая точка фигуры Ф является неподвиж- 
ной точкой. Доказать, что О’ — группа движений. 

3.5.7. Найти порядок группы @ из предыдущей задачи, если: 

1) Ф есть некоторая прямая; 

2) Ф состоит из двух пересекающихся прямых; 

3) Ф состоит из двух скрещивающихся прямых. 

3.5.8. Пусть Ф — некоторая фигура в пространстве; А — 
совокупность всех движений пространства и, для которых 
и (Ф) СФ (в частности, может быть и (Ф) = P). Доказать, что 
А — полугруппа с единицей. Выяснить, для каких элементов 
иС А имеет место и' E A. 
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3.5.9. Выяснить, для каких из следующих фигур полу- 
группа А из предыдущей задачи является группой: 

1) шара; 

2) полуплоскости; 

3) правильного многогранника. 

3.5.10. Пусть P — множество всех точек первой четверти 
координатной плоскости; А — полугруппа, определенная в 34- 
даче 3.5.8. Доказать, что множество, состоящее из всех эле- 
ментов бесконечного порядка группы [A], и единицы этой 
группы, является подгруппой группы [A], Описать эту под- 
группу. 

3.5.11. Пусть Ф — фигура на прямой, плоскости или в про- 
странстве. Доказать, что самосовмещения Ф и только они 
являются автоморфизмами относительно T и всех отноше- 
ний р. (см. введение). 

3.5.12. Найти порядок подгруппы всех самосовмещений 
каждой из следующих фигур в группе всех движений прямой: 

1) полупрямой; 

2) отрезка; 

3) фигуры, составленной из бесконечного множества непе- 
ресекающихся отрезков равной длины, расположенных так, 
что для каждого отрезка существуют отрезки, находящиеся 
слева и справа от него, и расстояние между концами любых 
двух соседних отрезков равно некоторому фиксированному 
числу. 

3.5.13. Найти подгруппу Q всех самосовмещений прямой 
в группе всех движений плоскости. Доказать, что @ — беско- 
нечная некоммутативная группа. 

3.5.14. Найти подгруппу всех самосовмещений каждой из 
следующих фигур в группе всех движений плоскости: 

1) ромба; 

2) квадрата; 

3) равнобедренного треугольника. 

3.5.15. Пусть точки А, А» ..., An являются вершинам 
правильного и-угольника с центром О. Точки В+, Вь,..., В, — 
середины сторон данного п-угольника (В; — середина CTO- 
роны А; А; для [=1,.... п— 1, а В, — сзредина стороны 
А„А!). Фигура Ф образована всеми треугольниками OA;B; ` 
где ¿= 1, 2,..., n. Доказать, что подгруппа самосовмещений 
фигуры Ф в группе всех движений плоскости циклическая. 
Найти порядок этой группы. 
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3.5.16. Найти подгруппу самосовмещений правильного 
п-угольника в группе всех движений плоскости. 

3.5.17. Фигура Ф составлена из двух одинаковых квадра- 
TOB, имеющих общую вершину и расположенных так, что 
диагонали квадратов, проходящие через общую вершину, 
лежат на одной прямой. Найти подгруппу всех самосовмеще- 
ний Ф в группе всех движений плоскости. 

3.5.18. Пусть Ф — многогранник, имеющий N вершин. Дока- 
зать, что группа самосовмещений Ф изоморфна некоторой non- 
группе симметрической группы $,. 

3.5.19. Доказать, что группа самосовмещений правильной 
п-угольной пирамиды (n= 4) изоморфна группе самосовмеще- 
ний правильного п-угольника. 

3.5.20. Доказать, что группа @ всех самосовмещений Mpa- 
вильной И-угольной пирамиды (п — 4) обладает единственной 
коммутативной подгруппой порядка п. Описать эту подгруппу 
(см. предыдущую задачу), 

3.5.21. Пусть О — группа из задачи 3.5.20. Для каких п 
любые две различные симметрии относительно плоскостей 
симметрии пирамиды образуют порождающее множество 
группы С? 

3.5.22. п-угольным 0диэдром называется тело, состоящее 
из правильной п-угольной пирамиды и ее зеркального ‚отра- 
жения в плоскости основания. Найти порядок группы само- 
совмещений л7-угольного диэдра при п Æ 4. 

3.5.23. Доказать, что множество 


G= {е, (12), (34), (35), (45), (345), (354), (12)(34), (12) (5), 
(12) (45), (12) (345), (12) (354) 


является группой подстановок, изоморфной группе самосовме- 
щений треугольного диэдра. 

3.5.24. Пусть А — некоторая вершина правильного тетра- 
эдра. Доказать, что множество всех самосовмещений тетраэдра, 
оставляющих неподвижной точку А, есть группа, изоморфная 
симметрической группе $5. 

3.5.25.У. Описать группу самосовмещений правильного 
тетраэдра и доказать, что эта группа изоморфна симметриче- 
ской группе четвертой степени. 

3.5.26 Пусть х — произвольный изоморфизм группы само- 
совмещений правильного тетраэдра на группу $, (см. преды- 


$5] ГРУППЫ ДВИЖЕНИЙ 9] 


дущую задачу). Какие самосовмещения тетраэдра соответствуют 
при этом изоморфизме знакопеременной группе четвертой 
степени? 

Примечание. Эти самосовмещения тетраэдра образуют 
так называемую группу вращений правильного тетраэдра. 

3.5.27. Доказать, что множество всех самосовмещений куба, 
оставляющих неподвижной некоторую фиксированную вер- 
шину А, есть группа. Описать эту группу. 

3.5.28.У. Найти порядок группы всех самосовмещений 
куба. | 
3.5.29.У. Доказать, что множество вращений куба вокруг 
всех осей симметрии есть подгруппа группы самосовмещений 
куба, изоморфная симметрической группе четвертой степени 
(эту группу называют группой вращений куба). 

3.5.30. Доказать, что множество вращений куба вокруг 
диагоналей и прямых, соединяющих середины противополож- 
ных ребер, есть подгруппа группы вращений куба (см. 3.5.28). 
Найти подгруппу $, изоморфную ей. 

3.5.31. Икосаэдром называется правильный многогранник, 
ограниченный двадцатью треугольниками. Описать группу всех 
самосовмещений икосаэдра, оставляющих неподвижной неко- 
торую фиксированную вершину А. 

3.5.32.У. Доказать, что группа самосовмещений икосаэдра 
имеет порядок 120. 

3.5.33. Пусть фигура Ф составлена из всевозможных точек М 


с координатами H Е 5 L, £ k — pe 1) в некоторой npa- 


моугольной системе координат, где А, l — произвольные целые 
числа. 

1) Выяснить, какие самосовмещения Ф, являющиеся эле- 
ментами группы движений конечного порядка, не ‘оставляют 
неподвижной ни одну точку фигуры Ф. 

2) Доказать, что существуют группы самосовмещений Ф 
порядков 2, 3, 6, 12 и не существует группы самосовмещений 
Ф порядка 5. 

3.6.34. Пусть фигура Ф состоит из всех точек простран- 
ства, имеющих целые координаты в ОР прямоугольной 
системе координат. 

1) Найти группу самосовмещений Ф. 

2) Описать все подгруппы четвертого порядка ны 
самосовмещений Ф. | 
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Примечание. Конечные группы самосовмещений фигур 
такого типа, как в задачах 3.5.33, 3.0.34, называются Kpu- 
сталлографическими группами или группами Федорова. 
Они играют большую роль в кристаллографии. 


$ 6. Частичные преобразования 


Пусть Q — произвольное множество; всякое отображение и неко- 
торого подмножества М множества Q в Q называется частичным 
преобразованием Q. 

Множество М=и(М) будем обозначать через рг, и; множество М, 
на котором определено отображение и, обозначается через pru 
Используя эти обозначения, можем сказать, что преобразование u 
есть отображение множества рг. и на множество рг, и 

Среди частичных преобразований рассматривается и пустое пре- 
образование 0, для которого pr; и рг. 0 — пустые множества. 

Для задания частичного преобразования и достаточно задать 
рг. й и закон, сопоставляющий каждому «С prau элемент UaE Q. 
Множество pr; U этим вполне определяется. 

Множество всех частичных преобразований множества © будем 
обозначать Ро. 


Если рг.и==©, то частичное преобразование и превращается 
в обычное преобразование Q ($ 1, гл. Ш). Следовательно, To (полу- 


группа всех преобразований Q) содержится в Ро. 
В множестве Ро определяется действие умножения или супер- 
позиции следующим образом: если и, VE Ро, то W = UV есть Npe- 


образование, у которого ProW состоит из всех aÉ prU таких, что 
дас pral, и для каждого абрг. ю выполняется равенство 
wa = u (va). 

Если u, vE To, то определенное здесь умножение частичных 
преобразований, очевидно, совпадает с умножением преобразований 
в смысле & 1 гл. Ш. 

Пусть ис Ро; определим в множестве Q бинарное отношение р 


согласно которому (а, P) E Pum если ВЕргьи и 18 =а. Очевидно, 
Pri pu = pr U и рг. ри = pru. Будем говорить, что бинарное OTHO- 
шение py соответствует преобразованию и. 

Будет доказано (см. 3.6.15), что различным частичным преоб- 
разованиям соответствуют различные бинарные отношения и что 
бир» =0о(и, VE Ро). Следовательно, умножение частичных пре- 


образований можно рассматривать как частный случай умножения 
бинарных отношений. 

Особо важную роль играют взаимно однозначные частичные 
преобразования, т. е. такие, которые являются взаимно однознач- 
ными отображениями одного подмножества множества Q на другое. 

Если и — взаимно однозначное частичное преобразование ©, то 
для него определяется обратное. частичное преобразование 7 
(гл. l, § 2). Очевидно, что р! = (Pu) (см. $ 3 гл. D. 
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Если для некоторого преобразования ий выполняется условие 
pr; и = pra и = М и и преобразует каждый элемент из М в себя, 
то это преобразование называют частично тождественным, соот- 
ветствующим множеству М. Будем обозначать его Е, 


Как и обычное преобразование, частичное преобразование можно 
записать в виде подстановки, помещая в верхней строке элементы 
множества Pra и и под каждым элементом записывая его образ. 

Пусть Q — множество вещественных чисел. Каждая веществен- 
ная функция f(x) определяет некоторое частичное преобразование и 
множества Q такое, что prau есть область определения f(x) и 
па = f(a) для каждого ас prau. Справедливо и обратное: каждое 
частичное преобразование ® является вещественной функцией. 

Следует отметить, что в теории функций обычно рассматривают 
суперпозицию функций f(x) и (x) только тогда, когда множество 
значений ©(х) содержится в области определения f(x). Мы не будем 
придерживаться такого ограничения. 

В этом параграфе, за исключением задач 3.6.25, 3.6.26, других 
действий над функциями, кроме суперпозиции, рассматривать не бу- 
дем. В силу этого f(f(x)), например, мы можем обозначать через }*(х). | 


3.6.1.Т. Доказать, что умножение частичных преобразова- 
ний обладает ассоциативным свойством. 

Примечание. Отсюда следует, что Ре есть полугруппа 
относительно действия умножения частичных преобразований. 

3.6.2. Пусть ® =={1; 2, 3, 4, 6, 6,77, 8, 9; 10} п, и, 
о. Е Po; 


238 10 9 ю Е 
1415 n 21.4208 


| НО 


88. E 7 
Найти: 
1) 15; Uill ЦЭ, 91; 
2) типы элементов lli, 91, Va в полугруппе Ре. 
3.6.3. Пусть ® — произвольное множество. Найти типы 
следующих элементов в полугруппе Ро: 


1) = (о). (а) P EL) 


2) ш= (13), @ BEL 


3) и: Вы | Aa Е 6:8 S 


99% EE, PA 


Ori a E а o aa) 
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3.6.4. Пусть 


© — {1, 2, 3, 4, 5, 6, 7, 8, иЕРе; 
al Ee 
IgA EIRIN 


Найти m, mEt и №. 


3.6.5. Пусть и — взаимно однозначное частичное преобра- 
зование множества Q. Найти uuw’, wtu. При каком условии 
НЕ p 

3.6.6. Пусть даны вещественные функции: 


=, лыф=-чУИм-Ь h)= si x, 


Да (х) = arcsin x, fy (== = -H ye; a ‚ область определения 


каждой из которых состоит из тех а чисел, для 
которых соответствующая формула имеет смысл. 

Найти: 

1) pr [71 (%)} pra afs (%)} pr afs Œ); 

2) fi (х), fafi (x), Ffa (х); 

3) все степени Г (Хх). 

3.6.7. Какие из следующих вещественных функций Г; (х) 
являются взаимно однозначными частичными преобразованиями? 
Для каждой взаимно однозначной функции [; (х) найти обрат- 
ное частичное преобразование и произведения fifi ' (х), fi ‘fil: 

1) функции, заданные в предыдущей задаче; 

2) функция 

ax- b 
fe (x) — ха , 
где а, b, с, 4— фиксированные вещественные числа такие, 
что ad — bc Æ 0, а за рг» [1‹ (х)] принимается множество всех 
вешественных чисел, при которых знаменатель не обращается 
в нуль. 

3.6.8.У. Пусть f(x) — произвольный комплексный полином 
ненулевой степени, рго [f (х)] — множество всех комплексных 
чисел. Доказать, что ри [7 (х)] есть множество всех комплекс- 
ных чисел. 

3.6.9. Пусть Q — произвольное множество, и & Ре. Выяс- 
нить, когда u= 9, 13 = 0. 

3.6.10. Пусть & — произвольное множество. Выяснить, 
когда pra (ии) = prg (из), где и, и © Ре. 
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3.6.11. Доказать, что для любых и, и, С Ре равенство 
pr; (lla) = рии! выполняется тогда и только тогда, когда для 
каждого & С рии, существует E Е ри из такое; что и ==. 

3.6.12. Пусть ® — произвольное множество. Выяснить, 
когда: 

1) частичное преобразование является идемпотентом; 

2) взаимно однозначное частичное apeos pona является 
идемпотентом. 

3.6.13. Пусть Q — произвольное множество. Выяснить, когда 
для преобразования и Е- Ре найдется v С- Ре такое, что: 


1) uv = ez; 


2)-0ü == en: 


3.6.14. Пусть ® — произвольное множество, и © Ро, и Æ 8. 
Выяснить, когда найдется v С Pe, 9526, такое, что: 

а: 

2) чи == 6. 

3.6.15. Пусть и, v @ Ре, и пусть pp р, — бинарные OTHO- 
шения, соответствующие преобразованиям и, U. Доказать, что 
если и £v,- то р, Æ Pm и что Pio ™ Pro 

3.6.16. Пусть выполняются обозначения предыдущей задачи. 
Доказать, что множество всевозможных бинарных отношений 
р, при всех и из полугруппы Ре есть полугруппа относительно 
действия умножения бинарных отношений, изоморфная Ро. 

3.6.17. Выяснить, когда для бинарного отношения р в мно- 
жестве Q существует частичное преобразование и © Ре такое, 
что p= i 

3.6.18. Пусть р, — бинарное отношение в множестве Q, 
соответствующее некоторому и Ре. Выяснить, для каких 
преобразований и отношение р, обладает свойством: 

1) рефлексивности; 

2) симметричности; 

3) транзитивности. 

3.6.19. Пусть МС. ®. Доказать, что: 

1) множество К всех преобразований и С Ре, у которых 
pru М, есть правый идеал Po; 

2) множество L всех преобразований vÆ Ро, у которых 
prav С М, есть левый идеал Ре. 

3.6.20. Доказать, что множество LC Ре, состоящее из 
всех элементов и, для которых prau = Q, является левым и 
не является правым идеалом Ро. | 
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3.6.21.Т. Пусть & — произвольное множество. Доказать, 
что множество всех взаимно однозначных частичных преоб- 
разований Q является полугруппой относительно действия 
умножения. 

36.22. Пусто 9, оо, МЕ) © (2,5. 1» 
W= €;2, n} Доказать, что полугруппа всех взаимно одно- 
значных частичных преобразований ® порождается подста- 
новками и, U, W. 

3.6.23. Пусть 


= 


— вещественная функция, область определения которой состоит 
из всех вещественных чисел, за исключением — 1. Найти 
3 
(<), F). 
3.6.24.У. Пусть R — совокупность всевозможных функций 
вида 
‹ ax -+b 
OA 
cx+-d 


определенных в задаче 3.6.7. Выяснить, является ли К группой 
относительно действия: умножения частичных преобразований. 


3.6.25. Пусть С — множество дробно-линейных функций, 

b 5 

т. е. функций вида ro= 2. rae ad—bc #0. B а 
введена алгебраическая операция следующим образом: если 


В, 
в =22 H, то 
И 
OEE EETA 


Доказать, что G — группа. 
Примечание. Результат сопоставить с предыдущей 
задачей. 


3.6.26. Пусть @ — группа из предыдущей задачи. Доказать, 


что  изоморфна группе G из задачи 3.2.13. 

3.6.27. Пусть С, — подмножество полугруппы Ре, состоя- 
щее из пустого преобразования и всех элементов и, у кото- 
рых pr, и =, где & — фиксированный элемент Q. Доказать, 
что множества С, (a Е Q) и только они являются минималь- 
ными правыми ненулевыми идеалами Ро (т. е. такими идеалами, 
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которые не содержат ненулевых правых идеалов, отличных 
от них самих). 

3.6.28.Т.У. Пусть А — полугруппа взаимно однозначных ча- 
стичных преобразований, в которой выполняются условия: 

1) вместе с каждым преобразованием в А содержится и ему 
обратное; 

2) существует множество М такое, что для каждого эле- 
мента ис А выполняется ри, и == pr и == М. 

Доказать, что А — группа. 

3.6.29.Т.У. Доказать, что для всякой группы взаимно одно- 
значных частичных преобразований выполняются условия 1), 2) 
предыдущей задачи. 

3.6.30. Пусть В — полугруппа некоторых взаимно одно- 
значных преобразований множества Q, обладающая тем свой- 
ством, что вместе с каждым преобразованием и полугруппа В 
содержит и обратное преобразование. Доказать, что В — 
регулярная полугруппа, в которой каждый элемент обладает 
единственным регулярно сопряженным элементом (см. 2.5.16). 

Примечание. Справедливо и обратное утверждение: 
если в полугруппе каждый элемент обладает единственным 
регулярно сопряженным элементом, то она изоморфна неко- 
торой полугруппе взаимно однозначных частичных преобразо- 
ваний, в которой вместе с каждым преобразованием содер- 
жится и обратное преобразование. 


4 Е. С. Ляпин и др. 


ГЛАВА IV 
ГРУППЫ И ИХ ПОДГРУППЫ 


$ 1. Разложение группы по подгруппе 


Пусть Н — некоторая подгруппа группы @ и х— некоторый 
элемент G. Множество xH называется правым смежным классом 
группы G по H, а Hx — левым смежным классом G по H. Если G 
представлена в виде попарно непересекающегося объединения своих 
правых смежных классов по H: 


G=x H ] xH U.. 0) жНЦИ..., 


то такое разбиение называется правым разложением группы G 
по подгруппе М. Множество элементов {Xa Ху, ..., ль ...} назы- 
вается множеством представителей этого правого разложения 
G по. H. 

Аналогично определяются левое разложение и множество его 
представителей в левом разложении. Следует иметь в виду, что 
иногда то, что у нас названо правым разложением, называют левым 
разложением, и наоборот. 

Как будет показано дальше (см. 4.1.16), множества классов 
в правом разложении и левом разложении равномощны. Если 
число их конечно, то оно называется индексом подгруппы Н 
в группе G. При бесконечном количестве смежных классов в раз- 
ложении мы будем говорить о бесконечном индексе. 

В литературе индекс часто обозначают через (@:Н). В случае 
бесконечного множества смежных классов индексом иногда назы- 
вают мощность этого множества. 

Пусть Ри НЫ — две подгруппы G (в частности, Ри H могут и 
совпадать) и х— некоторый элемент G. Множество ЕхН назы- 
вается двойным смежным классом группы G по паре подгрупп 
(Е, H) (или, как иногда говорят, по двойному модулю (F, Н)). 

Если @ представлена в виде попарно непересекающегося 
объединения некоторых двойных смежных классов по паре (F, H): 


@=Рх.Н U ЕхзН |)... U РжН | ..., 


то такое разбиение называют разложением @ по паре подгрупп 
(F, H) (или разложением по двойному модулю (F, Н)). Множество 
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{Xa Ху ..., Xt, ...} называется в этом случае множеством пред- 
ставителей этого разложения @ по паре (Е, Н). 

В коммутативной группе правое и левое разложения; очевидно, 
совпадают; разложение по паре (F, H) совпадает с разложением по 
подгруппе FH (см. 2.6.36). 


4.1.1. Если элемент É содержится в некотором правом 
смежном классе xH группы G по подгруппе H, то tH= xH. 
Аналогично для левых классов. Доказать. 

4.1.2.У. Пусть Н — подгруппа группы G и x, y € Q. До- 
казать, что правые смежные классы хН и УН или совпада- 
ют или не имеют ни одного общего элемента. То же для 
левых классов. 

4.1.3. Если х — некоторый элемент и Нр— некоторая 
подгруппа группы G, то х содержится в правом смежном 
классе хН и в левом смежном классе Нх. Доказать. 

4.1.4.Т.У. Доказать, что для любой подгруппы H группы G 
всегда существует правое и левое разложение @ по Н. 

- 4.1.5. Пусть даны два правых разложения группы @ по 
подгруппе Н. Доказать, что они представляют собою одно и 
то же разбиение множества всех элементов группы G. То же 
для левых разложений. 

4.1.6. Найти правое разложение симметрической группы $3 
по подгруппе, состоящей из двух элементов е и (1 2). 

4.1.7. Найти левое разложение знакопеременной труппы A4 
по подгруппе, состоящей из трех элементов e, (123), (13 2). 

4.1.3. Найти правое и левое разложения группы кватерни- 
онов К (см. 2.6.39) по подгруппе, состоящей из двух эле- 
ментов: [| и — 1. Сравнить их ‘и объяснить результат 
сравнения. 

4.1.9.У. Найти разложения циклической группы десятого 
порядка по всем ее подгруппам. | 

4.1.10. Найти разложение бесконечной циклической группы, 
порожденной элементом X, по подгруппе, порождаемой элемен- 
том 59. 

4.1.11. Что представляют собою разложения произвольной 
группы G по единичной подгруппе и по самой G? 

4.1.12. Пусть $ — некоторое множество представителей 
в правом разложении группы G по подгруппе H. Определим 
отображение f группы GB себя, полагая для каждого 2 Е G, 
что f (2) = x €E $, где zH = xH. Доказать, что этот закон дей- 
ствительно вполне однозначно определяет отображение f. 


4.* 
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Доказать, что f является отображением G на $, обладающим HH- 
жеследующими свойствами: для всяких 2 (и ЙЕН имеют 
место: 

1) FF (2) =f (2); 

2) 27 f(2) E H; 

3) f (zh) =F (2). 

4.1.13. Пусть Н — подгруппа группы G и f — отображе- 
ние С в себя, обладающее нижеследующими тремя свойствами: 
для всяких Z = G an h ЕН имеют место: 

1) F(C) =S (=); 

22 FOER; 

3) f (eh) =F (2). 

Доказать, что f (G) является множеством представителей 
в правом разложениР. G по H. 

Примечание. Результат сопоставить с результатом 
4.1.12. 

4.1.14. Для левого разложения группы G по подгруппе H 
сформулировать условия для отображения GQ на множество 
представителей левого разложения С по H, аналогичные 4.1.12, 
и получить результаты, аналогичные 4.1.12 и 4.1.13. 

4.1.15. Пусть {X Ky ir Мь ... — некоторое множество 
представителей в правом разложении группы @ по под- 
группе H и {hy hy see Йр ..} — множество элементов, при- 
надлежащих Н и сопоставленных каждому элементу из MHO- 
жества наших представителей. Доказать, что множество 
Debs Xh A IR Xh., ...} также будет множеством предста- 
вителей правого разложения СО по Н и что всякое множество 
представителей правого разложения @ по Н может быть по- 
лучено из исходного множества представителей {х„, Хх»... 

e Хр ..) таким способом. 

Сформулировать и доказать аналогичное свойство для ле- 
вого разложения. 


4.1.16.У. Пусть {x£ Xy oo Xp ...} — некоторое MHO- 
жество представителей в правом разложении группы G по 
подгруппе H. Доказать, что {x4 X] ..., №5... будет 


множеством представителей в левом разложении G по H. 

Примечание. Отсюда вытекает равномощность MHO- 
жества правых смежных классов в правом разложении @ по 
Н и множества левых смежных классов в левом разложении 
G по H. Это является основанием для введения понятия 
индекса подгруппы в группе, 
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4.1.17. Пусть H и Н”’— подгруппы группы G, при- 
чем GD H D) H’. Даны множество S представителей правого 
разложения @ по Н и множество $” представителей правого 
разложения H по H’. Доказать, что SS’ является множеством 
представителей правого разложения G по РН’. — 

4.1.18. Сколько существует различных множеств предста- 
вителей правого разложения группы порядка 12 по ее под- 
группе порядка 3? 

4.1.19. Пусть К — непустое подмножество группы @ и 
x © G. Доказать, что все три множества К, xK, Kx равно- 
мощны. 

Примечание. В частности, всякий правый смежный 
класс и всякий левый смежный класс по подгруппе равно- 
мощны с этой подгруппой (если подгруппа конечна, то имеют 
равное с ней количество элементов). 

4.1.20.Т.У. Пусть О — конечная группа порядка п, H — ее 
подгруппа порядка h и k — индекс Нв G. Доказать, что п == Ak. 

Примечание. Отсюда следует важный вывод: в конечной 
группе порядок всякой ее подгруппы, так же как и индекс, 
является делителем порядка группы. 

4.1.21.Т.У. Доказать, что в конечной группе порядок 
всякого ее элемента является делителем порядка группы. 

Примечание. Сопоставить с результатом задачи 3.3.27. 

4.1.22. Если подмножество K группы G является правым 
или левым смежным классом по какой-либо подгруппе, то для 
всяких X, у, Zz С К имеет место 


xyz ЕК. 
Доказать. 
4.1.23.У. Пусть К — такое непустое подмножество 
группы G, что для всяких его элементов X, у, Zz ЕК имеет 
место 


xyz ЕК. 


Доказать, что тогда существует, и притом единственная, под- 
группа Н группы @ такая, что К является правым смежным 
классом по H, и такая, и притом единственная, подгруппа H, 
что А является левым смежным классом по H'. 

Примечание. Результат сопоставить с ` результатом 
предыдущей задачи, 
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4.1.24. В симметрической группе $; выяснить, какие из 
нижеследующих множеств будут смежными классами по каким- 
либо подгруппам: 

1) А =1@ 34) (234); 

2) К.={(1 2), (123), (123 4)}; 

3) K= fe, (1 2 3 4), (1 3) (2 4), (1 4 3 2); 

4) К. = (1 2), (1 3), (1 4), (1 S 

5) K= i0 2), 152) (3 4). 

4.1.25. В группе всех неособенных комплексных квадрат- 
ных матриц порядка п будет ли смежным классом и по какой 
подгруппе множество всех матриц, определитель которых равен 
заданному числу с Æ 0? 

4.1.26.Т.У. Пусть F, H являются подгруппами группы G. 
Доказать, что всегда существует разложение @ по паре под- 
групп (F, H). 

4.1.27. Найти разложение симметрической группы $, по 
паре подгрупп: 


Е= {е, (123), (13 2), H=f{e, (1 2) (3 4). 


4.1.28. Найти разложение симметрической группы $535 по 
паре подгрупп (Р, Hh где Е= Н=‹е, (1 2)}. 

4.1.29. Пусть М№Мб— нормальный делитель и Е — произ- 
вольная подгруппа группы G. Доказать, что разложение G 
по паре (№ F) совпадает с правым разложением @ по FN 
(см. 2.6.36). 

4.1.30.Т.У. Пусть M, и Н., — две подгруппы конечной 
группы Q, имеющие порядки соответственно Mı и Ma Joka- 


m,m 
зать, что множество Н.Н, состоит из = элементов, где d 


есть порядок пересечения подгрупп Mha и Hà 
4.1.31. Показать, что знакопеременная группа четвертой 
степени A, не имеет подгрупп шестого порядка. 
Примечание. Сопоставить с 4.1.20. 


$ 2. Отношение сопряженности в группах 


Если для элементов аи b группы G найдется элемент xE G 
такой, что х1ах==рЬ, то говорят, что элемент b сопряжен z a 
(очевидно, в этом случае H 4 B свою очередь сопряжен с b, ибо 
а = (x71)! b (х ')). Множество K элементов из G такое, что каждые 
два элемента из К сопряжены между собою и никакой элемент 
из А не сопряжен ни с каким из элементов, лежащих вне К, назы- 
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вается классом сопряженных элементов группы G. MBa подмно- 
жества М,, Ma CZ G называются сопряженными, если найдется TA- 
кой x€ G, что х М, х = М, (а потому и (xt)! М, (х 1) =М,. 

Для подмножества М группы @ совокупность всех элементов 
x€ G, перестановочных с М, 


xM = Mx 


называется нормализатором М. В случае, когда М состоит из 
одного элемента а, нормализатор М называется нормализатором 
элемента а. 

Так как отношение сопряженности элементов в группе является 
отношением эквивалентности (см. 4.2.1), то совокупность всех эле- 
ментов, сопряженных с данным, оказывается классом сопряженных 
элементов. Поэтому множество всех элементов группы распадается 
на непересекающиеся классы сопряженных элементов. ` 

Пусть в конечной группе порядка п имеется т классов сопря- 
женных элементов, и пусть число элементов в каждом из этих 
классов равно соответственно ki, Ro, ..., km Тогда в силу сказан- 
ного имеет место равенство 


В E E 


В этом равенстве часто бывает целесообразно 0собо выделить 
слагаемые ki, равные единице. Как будет выяснено в дальнейшем 
(см. 4.2.18), элементы, принадлежащие центру, и только они, обла- 
дают тем свойством, что класс элементов, сопряженных с данным 
элементом, состоит только из самого этого элемента. Поэтому по- 
следнему равенству можно придать вид 


=t +k tki |... А 


здесь с— порядок центра, а все k; (i=l, 2,..., S) больше еди- 
ницы. При применении этого равенства полезно будет учитывать 4.2.10. 


\/ 4.2. Доказать, что отношение сопряженности элемен- 
тов в группе является отношением эквивалентности. 

4.2.2. Если элементы группы х и у сопряжены, то их 
порядки равны. Доказать. 

4.2.3. Если два подмножества М; и М. конечной группы 
сопряжены, то число элементов Mı равно числу элементов М... 
Доказать. 

4.2.4. Элементы симметрической группы третьей степени $3 
распределить по классам сопряженных элементов. 

4.2.5. Элементы группы кватернионов (см. 2.6.39) распре- 
делить по классам сопряженных элементов. 

4.2.6. Показать, что подстановки 


123456 _ (123456 
2596 4-6 3421т5 
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сопряжены между собою в симметрической группе Sẹ и 
найти число таких Z © Sẹ, что 


Аха. 


V 4.2.7.T. Пусть N — нормализатор множества M в группе G. 
Доказать, что N является подгруппой С. 

4.2.8. В группе всех вещественных неособенных матриц 
второго порядка найти нормализаторы следующих элементов: 


+02). (01) loi) 


4.2.9.Т. Пусть N — нормализатор множества М в группе Q. 
Дано левое разложение @ по М: 


G= №: Nx, U.. U М, У... 
Доказать, что все множества 
Хе ЛМК 'MX y sees МЕ MX ... 


различны и что всякое множество, сопряженное с М, совпа- 
дает с одним из xg Mx, ($ = В, ...). 

4.2.10.Т.У. В конечной. группе порядка п число ее Nol- 
множеств, сопряженных C данным подмножеством M, равно 


=, где m — порядок нормализатора множества М. Доказать. 

Примечание. Из 4.2.10 непосредственно вытекает 
важное следствие: в конечной группе число элементов во 
всяком классе сопряженных элементов является делителем 
порядка группы. 

4.2.11. Порядок конечной группы @ равен п, порядок 
элемента х © G равен т, число элементов, сопряженных C X, 
равно А. Доказать, что А является делителем целого 


n 
числа —. 
т 


4.2.12. Пусть Е — число элементов в некотором классе 
сопряженных элементов конечной группы G; порядок G pa- 
вен и и порядок ее центра равен с. Доказать, что А является 


n 
делителем целого числа rT, 


4.2.13. Найти все конечные группы, которые обладают 
только двумя классами сопряженных элементов. 
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4.2.14, В множестве пар целых чисел (n, т) действие 
умножения определено по правилу: 


(п, m) (na та) = (m + n, (— 1)” + то). 


Доказать, что относительно приведенного действия это мно- 
жество образует группу. Для каждого элемента х найти его 
нормализатор и определить число элементов, сопряженных с X. 

4.2.15. Пусть в группе G подгруппа N является норма- 
лизатором элемента а. Показать, что для любого x E G 
нормализатором элемента х ах будет XIN. 

4.2.16. Пусть x — элемент конечной группы G и А — число 
элементов, сопряженных с Хх в Q; пусть А’— число элемен- 
тов, сопряженных с х” в G. Доказать, что А’ является дели- 
телем числа k. 

4.2.17.Т. Доказать, что подгруппа А группы G тогда и 
только тогда не имеет в G других сопряженных с ней NOL- 
множеств, кроме самой себя, когда А является нормальным 
делителем в G. 

4.2.18.Т. Доказать, что элемент 2 группы G тогда и 
только тогда не имеет других сопряженных с ним элемен- 
тов, кроме самого =, когда 2 принадлежит центру. 

4.2.19. В симметрической группе степени п подстановки 
х и у разложены на независимые циклы: 


АСИЯ . -Zip ) (91 .. Aok). . (р .. ` Apkp) (kı < № СЕ . р); 
Y= (Ви... Ви, ) (Вы...Вы,)... (Ва. ..Ви) ==... = 4). 


Доказать, что х и у будут сопряжены в $, тогда и только 
тогда, когда типы их разложений одинаковы, т. е. р=4 и 
в =; kicia ...)}3 kp = lp 

4.2.20. Элементы симметрической группы $, распределить 
по классам сопряженных элементов. 

4.2.21. Элементы знакопеременной группы A, распреде- 
лить по классам сопряженных элементов в Å; 

Примечание. Результат сопоставить с 4.2.20. 

4.2.22. Выяснить, какие из следующих матриц сопряжены 
между собой в группе всех вещественных неособенных квад- 
ратных матриц второго порядка: 


а ri > sE ` 2] 
ek i e a AA S E 
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4.2.23. Пусть Ку, К», Кз— три класса сопряженных эле- 
ментов некоторой группы. Доказать, что при ых N К.К: £O 
всегда имеет место Ki C KaKo | 

4.2.24.У. Пусть Ke, Koa Кз— три класса сопряженных 
элементов некоторой конечной группы, причем К, = К.К. 
Число элементов в каждом из этих классов соответственно 
равно kı А», k Доказать, что А, является делителем произ- 
ведения АК. 

4.2.25.Т. Пусть Н — подгруппа группы G и x € G. Mo- 
казать, что х\Нх также является подгруппой группы G. 

4.2.26.У. Пусть M, и Н, — две подгруппы конечной 
группы G, имеющие порядки соответственно Mı и Ma Moka- 


тт 
зать, что множество HxH, состоит из Е 


d — порядок пересечения подгрупп х\!Н,х (см. 4.2.25) и 
H, группы G. 

4.2.27.Т.У. Пусть для конечной группы @ дано ее разло- 
жение по паре подгрупп (F, H) (см. 8 1): 


GF aH IFE h В.Н 


элементов, где 


Порядок G равен n, порядок F равен а, порядок H равен b, 
порядок пересечения подгрупп №'Ех; (см. 4.2.25) и H pa- 
вен d; (=1, 2, ..., т). Доказать, что 


52 5@0 ab ab 
АЯ. 


$ 3. Нормальные делители и фактор-группы 


Согласно определению, данному в § 6 гл. I, подгруппа H 
и: С называется ее нормальным делителем, если для каждых 
x Е НиаЕ G произведение atxa H. 

Было доказано (см. 2.6.35), что подгруппа H группы G является 
ее нормальным делителем тогда и только тогда, когда для каждого _ 
x€ G выполняется равенство xH == Hx. 

Пусть М — подмножество группы G. Пересечение всех нор- 
мальных делителей G, каждый из которых содержит множество М, 
является нормальным делителем Aai 2.6.37). Этот нормальный 
делитель H, содержит множество и сам содержится в любом 


нормальном делителе G, содержащем М. Поэтому H y называют 


минимальным нормальным делителем, содержащим множество М, 
или еще говорят, что Hy есть нормальный делитель, порожденный 


множеством М. 
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Слецует иметь в виду, что нормальный делитель, порожденный 
множеством М, содержит подгруппу [М], но в общем случае отли- 
чен от нее. 

Пусть Н — нормальный делитель группы G; тогда множество 
правых смежных классов группы G по подгруппе H является 
группой относительно действия умножения классов (см. 4.3.12). 
Эту группу называют фактор-группой группы @ но нормальному 
делителю H и обозначают через GJH. 

Рассматривая множество левых смежных классов по Н, полу- 
чим ту же самую группу (см. 4.3.13). 

Фактор-группы играют в теории групп исключительно важную 
роль вследствие их связи с гомоморфизмами групп. Именно, фак- 
тор-группа группы @ по любому нормальному делителю является 
гомоморфным образом @ и обратно, если G'— гомоморфный 
Е G, то С’ изоморфна некоторой фактор-группе G (см. 4.3.26, 
4.3.28). 

Пусть Н — подгруппа группы G. Обозначим через Prr бинарное 


отношение в G, определенное следующим образом: (x, У) Се, 
если xH = yH. 


4.3.1. Найти все нормальные делители симметрической 
группы $}. 

4.3.2. Выяснить, какие кормальные делители порождаются 
каждым из следующих подмножеств — симметрической 
группы $: 


М, =[(12), (1324)„  Ma={e, (123), (132), M= {e}. 


4.3.3. Выяснить, является ли нормальным делителем группы 
всех самосовмещений п-угольного диэдра (п Æ 4) подмно- 
жество всех вращений диэдра вокруг его оси (см. 3.5.22). 

4.3.4. Доказать, что группа Клейна является нормальным 
делителем симметрической группы $» (см. 3.3.18). 

4.3.5.У. Доказать, что в группе С вещественных неосо- 
бенных матриц -rO порядка множество № матриц с единич- 
ным определителем является нормальным делителем. 

4.3.6. Доказать, что в любой группе подгруппа индекса 2 
является нормальным делителем. 

4.3.7. Доказать, что знакопеременная группа п-й степени 
является нормальным делителем симметрической группы 
п-й степени. 

4.3.8. Пусть @ — мультипликативное множество всевоз- 
можных троек целых чисел, действие в котором определено 
следующим образом: 


(ko ko Аз) (o 4, 4) = (ki + (— 134, ka-la kat h). 
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Проверить, что @— группа, и доказать, что подгруппа 
Н==[(1, 0, 0)] является нормальным делителем G. 

4.3.9. Доказать, что в коммутативной группе каждая под- 
группа является нормальным делителем. 

Примечание. Существуют и некоммутативные группы 
с таким свойством. Например, группа кватернионов (см. 2.6.39). 

4.3.10.Т. Пусть H — подгруппа группы G, и пусть Н,== 
—хНх 1 (x Е О), а М— пересечение всех таких подгрупп Hy. 
Доказать, что: 

1) №М— нормальный делитель Q; 

2) N — максимальный среди нормальных — делителей 
группы Q, содержащихся в H (если нормальный делитель 
МС A, TO мМ С N). 

4.3.11. Пусть № — нормальный делитель G. Доказать, что 
для любых элементов х, у Æ @ выполняется равенство 


(SN) (YN) = xyN. 


4.3.12.Т.У. Пусть H — нормальный делитель группы G. 
Доказать, что множество G/H правых смежных классов 
группы G по подгруппе H является группой относительно 
действия умножения классов. Найти единицу этой группы и 
для каждого элемента хН указать обратный. 

Примечание. Как было указано во введении, G/H na- 
зывают фактор-группой группы @ по нормальному дели- 
телю Н. 

4.3.13. Пусть Н — нормальный делитель группы G. Moka- 
зать, что множество левых смежных классов группы @ по 
подгруппе Н является группой относительно действия умно- 
жения классов и что эта группа совпадает с фактор-груп- 
пой GJH. 

4.3.14. Пусть О — группа, Е — ее единичная подгруппа. 
Что представляют собой фактор-группы @/@, G/E? 

4.3 15. Доказать, что  фактор-группа симметрической 
группы $, по группе Клейна изоморфна симметрической 
группе $; (см. 3.3.18). 

4.3.16. Доказать, что если G, М — группы из задачи 4.3.5, 
то фактор-группа G/N изоморфна мультипликативной группе 
вещественных чисел, отличных от нуля. 

4.3.17.У. Пусть С’ — группа из задачи 3.2.19, 4). Дока- 
зать, что группа М параллельных переносов плоскости 
является нормальным делителем С’и что фактор-группа @’/М№ 
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изоморфна группе всех вращений плоскости вокруг некото- 
рой фиксированной точки. 

4.3.18.Т. Пусть H — нормальный делитель группы Q, 
порядок @ равен n, порядок H равен m. Доказать, что no- 


n 
рядок G/H равен FÉ 


4.3.19. Пусть H — подгруппа группы С. Доказать, что 
отношение р, является стабильной слева эквивалентностью 
(см. гл. I, § 4). 

4.3.20. Пусть Н — подгруппа группы С. Доказать, что 
отношение р» является двусторонне стабильной эквивалент- 
ностью тогда и только тогда, когда Н — нормальный дели- 
тель G (см. предыдущую задачу). 

Примечание. Используя задачу 2.4.14, отсюда полу- 
чаем, что Gpp является мультипликативным множеством тогда 
и только тогда, когда H — нормальный делитель G. 

4.3.21. Пусть H — нормальный делитель О. Доказать, что 
фактор-множество Ср», есть группа и что эта группа совпа- 
дает с фактор-группой G/H. 

4.3.22. Пусть а Нр— группы из задачи 4.3.8. Доказать, 
что фактор-группа G/H изоморфна аддитивной группе целых 
гауссовых чисел, т. е. чисел вида a- bi, где а, 6 — целые 
рациональные числа. 

4.3.23. Пусть G, H — группы из задачи 3.2.16. Доказать, 
что фактор-группа G/H изоморфна фактор-группе, опреде- 
ленной в задаче 4.3.16. 

4.3.24. Пусть Це, H — группы из задачи 3.4.29. Доказать, 
что группы Gge/H и H изоморфны. 

4.3.25.У. Доказать, что симметрическая группа Sg является 
гомоморфным образом симметрической группы Sz 

4.3.26.Т.У. Пусть N — нормальный делитель группы С. 
Доказать, что фактор-группа G/N является гомоморфным 
образом G. 

4.3.27.Т.У. Пусть ф — гомоморфизм группы G на группу С". 
Доказать, что: 

1) подмножество N группы G, состоящее из всех эле- 
ментов, отображающихся на единицу Q’ npu гомоморфизме ©, 
является нормальным делителем С; 

2) множество всех элементов QG, отображающихся при 
гомоморфизме ф на некоторый элемент g € С’, есть правый 
смежный класс группы @ по подгруппе №. 
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Примечание. Нормальный делитель М№ называется 
ядром гомоморфизма Ф группы G. 

4.3.28.Т.У. Пусть группа G гомоморфно отображается на 
группу С’. Доказать, что С’ изоморфна некоторой фактор- 
группе группы G. 

Примечание. Сопоставить результаты задач 4.3.26, 
4.3.28 с результатами задач 2.4.18 — 2.4.20. 

4.3.29. Пусть @ — некоммутативная группа, Z — ее центр. 
Доказать, что фактор-группа G/Z нециклическая. 

4.3.30.Т. Пусть AN — нормальный делитель группы Q, 
а Н — подгруппа G. Пусть H — подмножество G/N, состоя-. 
щее из тех классов, в каждый из которых входит хотя бы 
один элемент из Н. Доказать, что: 

1) Н— подгруппа фактор-группы G/N; 

2) ели HDN, то М№М— нормальный делитель H и 
Н= НИМ. | 

4.3.31.Т. Пусть сохраняются условия и обозначения Mpe- 
‘дыдущей задачи. Доказать, что если H — нормальный 
делитель группы @ то Н— нормальный делитель груп- 
пы G/N. 

4.3.32. Пусть G, М— группы из задачи 4.3.5. Пусть 
H, — подгруппа G, состоящая из треугольных матриц, в KO- 
торых ниже главной диагонали стоят нули, а Н, — под- 
группа A, состоящая из всех матриц с определителями Œ 1. 
В обозначениях задачи 4.3.30 найти M, и Н.. 

‚ 4.3.33.Т. Пусть Н— подгруппа фактор-группы G/N. Mo- 
казать, что: 

1) подмножество H группы G, являющееся объединением 
всех смежных классов, входящих в H, является noar pyi 
пой G, содержащей N; 

2) если H — нормальный делитель G/N, то H — нормаль- 
ный делитель группы G. 

4.3.34. Используя 4.3.33, 4.3. 15, найти все подгруппы 
симметрической группы S, содержащие группу Клейна (см. 
3.3.18). Какие из этих подгрупи являются нормальными де- 
лителями %;2 

4.3.35. Пусть ọ — гомоморфизм группы G, на группу Gy 
Доказать, что: 

1) если группа @ некоммутативна, то и группа С He- 
коммутативна; 

2) если G, бесконечна, то и С бесконечна; 


POTY 
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3) если для некоторого а < Ц; элемент ọ (a) имеет бес- 
конечный порядок, то и элемент а имеет бесконечный порядок. 

4.3.36. Пусть @— группа; А — некоторая совокупность 
обратимых преобразований множества элементов QG, являю- 
щихся изоморфизмами Q на себя; А относительно умножения 
преобразований является группой. Обозначим через Н сово- 
купность всевозможных пар вида (X, $), где Ф<СА, LEG. 
В H определим действие 


(Xi $1) (№ P2) = (хиФ(х), P193). 


Доказать, что H есть группа, а совокупность С’, состоя- 
щая из всех пар вида (x, €) (x Е G), где е — единичное npe- 
образование G, образует нормальный делитель группы H, 
изоморфный группе @ причем фактор-группа Н/@’ изо- 
морфна А. | 


$ 4. Подгруппы конечных групп 


Если все элементы группы @ имеют конечные порядки, являю- 
щиеся степенями одного и того же простого’ числа р, то говорят, 
что С является р-группой. 

Если порядок конечной группы @ делится на p? (k > 0), где 
р— простое число, и не делится на р, то всякая подгруппа 
группы G, имеющая порядок p? (о TOM, что такие всегда найдутся, 
CM. 4.4.6), называется силовской подгруппой группы @ относительно 
простого числа р или просто силовской р-подгруппой группы G. 


4.4.1.Т.У. Доказать, что всякая группа, порядок которой 
равен р”, где р — простое число и п`>0, обладает нетри- 
виальным центром (т. е. порядок ее центра больше 1). 

4.4.2.У. Доказать, что для всякого простого числа р су- 
ществует единственная с точностью до изоморфизма нецикли- 
ческая группа порядка p°. При этом группа коммутативна. 

4.4.3.У. Пусть порядок конечной группы делится на про- 
стое число р. Доказать, что в группе имеются элементы по- 
рядка р. 

4.4.4.Т.У. Доказать, что порядок всякой конечной р-группы 
является некоторой степенью простого числа р. 

4.4.5.У. Доказать, что всякая абелева группа порядка p4, 
где ри 9 — различные простые числа, циклическая. 

4.4.6.Т.У. Пусть порядок произвольной конечной группы 
делится на р”, где р — простое число. Доказать, что в rpyune 
имеются подгруппы порядка р^. 
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Примечание. В частности, отсюда следует существо- 
вание в конечной группе силовских р-подгрупп для любого 
простого р, делящего порядок группы. 

4.4.7.У. Пусть P — силовская р-подгруппа конечной 
группы Фи N— ее нормализатор. Доказать, что все эле- 
менты AN, порядки которых — некоторые степени числа р, 
содержатся в Р. 

4.4.8. Найти все силовские подгруппы симметрической 
группы S 

4.4.9. Пусть Q = [x] — циклическая группа десятого MO- 
parka и Q= [y] — циклическая группа четвертого порядка. 
Через @ обозначается множество, состоящее из 40 пар 


(2, 23) (8&1 E Gs & Е Q) с правилом умножения 
(ав, 951) (ха, уз) == (хе Зав, ут»), 


Доказать, что @ есть группа. Найти все ее силовские под- 
группы. 

4.4.10.Т.У. Доказать, что в конечной группе всякие две 
силовские подгруппы относительно одного и того же про- 
стого числа р сопряжены между собою. 

4.4.11.Т.У. Пусть простое число р — делитель порядка 
конечной группы Си $ — число различных силовских MON- 
групп относительно числа р. | 

Доказать, что $ является делителем порядка группы и 
имеет вид $==1-- Ар, где А — некоторое целое неотрица- 
тельное число. f 

4.4.12.У. Доказать, что всякая конечная нециклическая 
группа шестого порядка изоморфна симметрической группе $>. 

4.4.13. Пусть порядок конечной группы равен ра, где р 
и 9 — не равные между собою простые числа. Доказать, что 
группа имеет нормальный делитель, порядок которого есть 
простое число. 

4.4.14.У. Пусть порядок конечной группы равен ра, где 
ри 9 — простые числа, причем p <q. Если 4 — 1 не делится 
на р, то группа циклическая. Доказать. 

4.4.15. Пусть Р — силовская р-подгруппа конечной группы 
G; Np — нормализатор подгруппы Ри H — такая подгруппа Q, 
что H D Np. Доказать, что нормализатор подгруппы Н совпа- 
дает с самой Н. 

4.4.16. Пусть № — нормальный делитель группы Q конеч- 
ного порядка. Простое число р является делителем порядка 
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G, но не является делителем индекса N в С (см. $ 1 гл. IV). 
Доказать, что все силовские р-подгруппы группы G содержат- 
ся в N. 

4.4.17. Доказать, что всякая группа порядка 50 имеет 
‘собственный нормальный делитель. 

4.4.18.Т.У. Пусть Н — подгруппа конечной группы Q, 
причем порядок H равен р“, где р — некоторое простое 
число. Доказать, что Н содержится в некоторой силовской 
р-подгруппе группы G. 

4.4.19.У. Пусть в конечной группе для каждого простого 
числа р, делящего порядок группы, существует лишь един- 
ственная силовская р-подгруппа. Доказать, что группа обла- 
дает нетривиальным центром. 

4.4.20.У. Доказать, что в конечной р-группе для любого 
числа т, являющегося делителем порядка группы, найдется 
нормальный делитель, имеющий порядок M. 

Примечание. Следует обратить внимание, что в про- 
извольной конечной группе не для всякого числа т, явля- 
ющегося делителем ее порядка, найдется подгруппа порядка 
т (см. 4.1.31). 


$ 5. Коммутаторы и коммутант 


Каждой паре элементов хи у группы @ можно сопоставить 
элемент х !у1ху. Такой элемент называется коммутатором эле- 
ментов х H y H обозначается через k(x, у) или просто (x, у) (ка- 
ковое обозначение и будет применяться в настоящем параграфе): 


(x, у) =х'У "ху 


(в математической литературе также используется обозначение 


[х, у] =х У ху). 
Подгруппа группы @, порожденная всеми ее коммутаторами, 
называется коммутантом группы. 


4.5.1. Для произвольных элементов группы Хх и у прове- 
рить равенство 


ху = ух (x, у). 


Примечание. Это равенство объясняет роль коммута- 
торов. Коммутатор является как бы «поправкой» на непе- 
рестановочность элементов хи у. «С точностью до соответ- 
ствующего коммутатора» х и у перестановочны. Равенство 
(x, у) =е означает, что х и у перестановочны. 

4.5.2. Каковы коммутаторы абелевой группы? 
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4.5.3. Пусть в групие все’ коммутаторы равны e. Пока- 
зать, что группа абелева. | 

Примечание. Сопоставьте результаты задач 4.5.2 и 4.5. 3. 

4.5.4. Пусть элемент Z группы Q является некоторым ее 
коммутатором. Показать, что при любом EG элемент х1гх 
также будет коммутатором. | 

4.5.5. Доказать, что (x, yyt == (у, х). 

4.5.6. В симметрической группе S, (п < 4) для элементов 


==) «= 2а) м — (За. ра 
найти коммутаторы 
(£i xə), (xi хз), (Xi, У), 
(£a Xi) (хх), W, xı). 
4.5.7. Какие элементы в группе кватернионов (см. 2.6.39) 
являются коммутаторами? | 


4.5.8. В труппе целочисленных матриц второго порядка 
с определителем, равным -Е1, для элементов 


и 


найти коммутаторы (х, у), (у, г), (г, х). 
4.5.9. В группе квадратных неособенных матриц Не 
порядка для элементов 


а Е 00 1) 
Hro o =p E te w02 
v03 001 309 


найти коммутаторы (и, v), (V, W), (w, и). 

4.5.10. В симметрической группе $, (где n = 5) для трой- 
ных циклов х == (в, Y, B) и у== (а, В, у) (здесь а, В, 1, в, Y— 
любые попарно различные между собою числа) найти их. 
коммутатор (х, у). | 

4.5.11.Т. Доказать, что коммутант всегда является HOP- 
мальным делителем группы. 

4.6.12.Т. Доказать, что фактор-группа группы по ее KOM- 
мутанту всегда абелева. 

4.5.13.Т. Пусть М№— некоторый нормальный делитель 
группы G. Доказать, что фактор-группа G/N будет абелевой 
тогда и только тогда, когда N содержит коммутант группы. 
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Примечание. Это означает, что коммутант является 
универсально минимальным элементом в множестве тех нор- 
мальных делителей группы, фактор-группа по которым абе- 
лева (множество рассматривается как упорядоченное по отно- 
шению к включению). | 

4.5.14.У. Найти коммутант симметрической группы 5. 

_ 4.5.15. Пусть {x Xy tee Xo ... — некоторое порожда- 
ющее множество группы Фи N — такой ее нормальный дели- 
тель, который содержит все’ (х,, №). 

Доказать, что № содержит коммутант группы G. 

4.5.16. Пусть в группе С коммутант содержится в центре 
группы. Доказать, что для любых X, у, ZÆ Q имеют место 


(ху, 2) ==(х, 2) (у, г), 
(x, y2) nee (x, y) (х, 2), 
(", у) = (х, у’) = (x У), 
уе ту" (y, жа" "о, 
(x, (у, 2)) (у, (г, х)) (г, (x, y) =e. 


4.5.17.У. Доказать, что во всякой неединичной конечной 
р-группе коммутант отличен от самой группы. 

4.5.18.У. Пусть в конечной группе порядок коммутанта ра- 
вен двум. Доказать, что тогда индекс коммутанта — четное число. 

4.5.19.У. Пусть дана последовательность групп, в которой 
каждая из групп является подгруппой следующей: — 


асосксасонес 
Доказать, что объединение их H= |)G, является группой 


п 
и что коммутант группы Н равен объединению коммутантов 
групп Gy 

4.5.20. Пусть N — нормальный делитель группы G. Пока- 
зать, что всевозможными коммутаторами фактор-группы G/N 
являются смежные классы вида АМ где А — коммутатор 
группы G. 

4.5.21. Найти коммутант группы, состоящей из всех вра- 
щений плоскости вокруг всевозможных ее точек и всех па- 
раллельных переносов плоскости (см. 3.2.19, `4)). 

4.5.22.У. Найти коммутант группы всех квадратных не- 
особенных матриц второго порядка. 
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$ 6. Разрешимые группы 


Для всякой группы G определяется последовательность ее под- 
групп, называемая рядом ее последовательных коммутантов: 


ЯА=К К.А. 


где каждая Kn есть коммутант группы Kp 

Если некоторый член ряда последовательных коммутантов AB- 
ляется единичной подгруппой Ки ==е, то группа G называется раз- 
решимой. Из Km= 2e, очевидно, следует, что и все последующие 
члены состоят лишь из единицы: е == K m = K m41 = Кто ==... В ЭТОМ 
случае говорят, что ряд последовательных коммутантов достигает 
единичной подгруппы и стабилизируется на ней. 

Для конечной неразрешимой группы, очевидно, на некотором 
шаге должно встретиться Kn = Kny, 52е. Тем самым и для всех 
последующих членов имеет место А» = Kny = Knp ==... Т.е. ряд 
последовательных коммутантов стабилизируется на некоторой не- 
единичной подгруппе. 

Для бесконечной неразрешимой группы ряд последовательных 
коммутантов может или стабилизироваться на некоторой неединич- 
ной подгруппе или не стабилизироваться ни на какой из подгрупп. 

Существует ряд эквивалентных между собою определений раз- 
решимой группы. Некоторые из них будут получены в последую- 
щих задачах как необходимые и достаточные условия разрешимости, 
понимаемой в смысле приведенного выше определения. 

Понятие ра рем группы является одним из важнейших 
в теории групп. Это определяется как ролью в самой теории групп, 
так и значением в теории разрешимости в радикалах алгебраиче- 
ских уравнений, которая опирается на теорию конечных групп. 


4.6.1. Доказать, что всякая абелева группа разрешима. 

4.6.2. Доказать, что группа кватернионов (см. 2.6.39) 
разрешима. 

4.6.3.У. Доказать, что всякая конечная группа порядка 
ра, где ри а— простые числа (различные или одинаковые), 
разрешима. 

4.6.4.Т. Для того чтобы группа G была разрешима, не- 
обходимо и достаточно, чтобы она обладала такой конечной 
последовательностью подгрупп: 


G= A о... D Hmi D Hm= e, 


в которой каждый член Н, содержит все коммутаторы пред- 
шествующей подгруппы Н,_1. Доказать. 

Примечание. Именно этим условием удобнее всего 
пользоваться во многих случаях при выяснении вопроса 
о разрешимости группы. 
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4.6.5.Т.У. Доказать, что симметрические группы S, при 
п==1, 2, 3, 4 разрешимы. 

4.6.6.Т.У. Доказать, что симметрические группы Sp, при 
n = ð, 6, 7, ... неразрешимы: 

4.6.7.Т.У. Доказать, что всякая подгруппа разрешимой 
группы разрешима. 

4.6.8.Т.У. Доказать, что фактор-группа разрешимой группы 
по любому ее нормальному делителю разрешима. 

4.6.9.Т.У. Пусть некоторая группа G обладает таким HOD- 
мальным делителем N, что группы N и G/N обе разрешимы. 
Доказать, что тогда и С разрешима. 

4.6.10.Т. Нормальным рядом группы G называется такая 
конечная последовательность ее подгрупп 


ЧЕ ОР ОР 


в которой каждый член является собственным нормальным 
делителем предыдущего. 

Если группа обладает таким нормальным рядом, у кото- 
poro все фактор-группы Е, 1/Ёь абелевы, то она разрешима. 
Доказать. 

4.6.11.Т. Доказать, что всякая разрешимая группа обла- 
дает таким нормальным рядом (см. 4.6.10), у которого все 
фактор-группы Е, 1/Е» абелевы. 

Примечание. Результат сопоставить с 4.6.10. 

4.6.12.Т. Нормальный ряд группы С (см. 4.6.10) называ- 
ется композиционным, если каждый его член есть максималь- 
ный (по включению) собственный нормальный делитель пре- 
дыдущего члена. 

Другими словами, это означает, что в С не существует 
такой группы F’, которая есть нормальный делитель некото- 
poro члена ряда F; и при этом 


РЕ) Pi F Ey a e 


Пусть порядок n конечной группы @ есть произведение 
т простых чисел: N= pipa. .-.-Pm (Pi могут быть и одинако- 
выми, и различными). Если G обладает нормальным рядом, 
состоящим из M-} 1 членов, то этот ряд будет композици- 
онным, а С будет разрешимой. Доказать. 

Что представляют собою в рассматриваемом случае фак- 
тор-группы Р/ЁЕ4а? 
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4.6.13.Т.У. Доказать, что конечная разрешимая группа 
порядка g= ppa. ..-Pm (где р; — различные или одинаковые 
простые числа) обладает композиционными рядами и каждый 
из них состоит из M- 1 членов. 

Примечание. Результат сопоставить с 4.6.12. 

4.6.14.Т.У. Доказать, что всякая конечная р-группа (т. е. 
группа порядка р”, где р — простое число) разрешима. 

4.6.15.У. Выяснить, при каких п будет разрешима зна- 
копеременная подгруппа A, симметрической группы Sp 

4.6.16. В множестве G= {..., 2, 2 Zo Zp Zo ...} ОП- 
ределено действие, согласно которому 


Znşm CECIU п четное; 
n?m = 
2Zn-m CECIU п нечетное. 


Доказать, что относительно этого действия @ является груп- 
пой. Выяснить, будет ли эта группа разрешимой. 

4.6.17. В множестве бесконечных последовательностей це- 
лых чисел (а1, а, ...) определено действие, согласно которому 


(ai; Aa, аз, ..., Am TA U bo, bs, rS R = 


= (а -+ by (— 1)’: aa + ba (— 1) т ag bz, ... 
oe a a E 


Доказать, что относительно этого действия G является груп- 
пой. Выяснить, будет ли эта группа разрешимой. | 

4.6.18.У. Доказать, что всякая конечная группа порядка 
275 разрешима. 

4.6.19.У. Доказать, что всякая конечная группа порядка 
100 разрешима. 

4.6.20.У. Доказать, что группа @ из задачи 3.2.19, 4) 
разрешима. 


$ 7. Нильпотентные группы 


Наравне ‘с ‚рядом коммутантов, рассмотренным в предыдущем 
параграфе, значительную роль играют следующие две системы 
подгрупп группы. 

Верхним центральным рядом группы G называется последо- 
вательность ее подгрупп 


ССС нс а. 
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в которой Zn, (п=0, 1, 2,...) — множество таких элементов 
x С G, что XZn является центральным элементом в фактор-группе 
G|Zn (Zn при всех п являются нормальными делителями в Q; 
см. 4.7.1). Возможен случай, когда при некотором п имеет место 
En = Zn Тогда, конечно, выполняется ZaSS Ипа == Йа ==..., 
как говорят, ряд стабилизируется на Zn. Это Zn, на котором 
стабилизировался верхний центральный ряд, может совпадать с 
самой G; тогда говорят, что верхний центральный ряд достигает 
самой группы. Возможен случай, когда этот ряд стабилизируется 
на некоторой подгруппе би, отличной от @. Наконец, у некоторых 
бесконечных групп каждая Zy может быть отлична от Пи, т. е. 
ряд вовсе не стабилизируется. 

Если верхний центральный ряд группы G достигает самой G, 
то группа G называется нильпотентной (в более старой литера- 
туре конечные нильпотентные группы назывались также специаль- 
ными). Если при этом Й„— первый член верхнего центрального 
ряда, равный G, то п называется классом нильпотентности для 
нильпотентной группы G. 

Нижним центральным рядом группы G называется последо- 
вательность подгрупп 


о НН 


в которой Ни, (п=0, 1,2, ...) — подгруппа G, порожденная всеми 
коммутаторами х!у 1ху, у которых х Е Н,, y E G. 

Значение нижнего центрального ряда, некоторые его свойства. 
и связь между обоими центральными рядами выяснятся в после- 
дующих упражнениях. 


4.7.1.Т. Доказать, что каждый член верхнего централь- 
ного ряда группы является ее нормальным делителем. 

4.7.2. Доказать, что абелевы группы являются нильпотент- 
ными. Выяснить их класс нильпотентности. 

4.7.3. Выяснить, какие из следующих групп являются 
нильпотентными. Выяснить их классы нильпотентности: 

1) конечные симметрические группы $), (и ==1, 2, 3, ...); 

2) группа кватернионов (см. 2.6.39); 

3) группа из задачи 2.6.38; 

4) группа G=[(1 234); (123); (2 5}; (5 ©} .- 

5) группа G=[(1 2 3 4)(5 6 78); (1537) (2842); 
(9 10 11)]. 

4.7.4.У. Доказать, что класс нильпотентности конечной 
нильпотентной группы, порядок которой есть произведение k 
простых чисел (равных или различных), не превосходит 
k— 1. 

4.7.5.T. Доказать, что всякая нильпотентная группа раз- 
решима. 
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4.7.6. Для группы кватернионов G (см. 2.6.39) преобразо- 
вание 


а Tee 
еее. 


/ 


является изоморфизмом G на себя. Совокупность А == fe, $, 
$?, $3} (где e= ° есть единичное преобразование) образует 
группу. 

Построив для О и Н методом 4.3.36 группу Н, найти 
нижний и верхний центральные ряды Н. 

4.7.7. Доказать, что член 7, верхнего центрального ряда 
группы @ содержит все коммутаторы х\1у\1ху, у которых 
X < бл, Y < Q. 

4.7.8.Т.У. Если верхний центральный ряд группы G на 
п-м шаге достигает самой группы 7, == Q, то нижний HEH- 
тральный ряд на п-м шаге достигает единичной подгруппы 
Н,„==е. Доказать. 

4.7.9.Т.У. Если нижний центральный ряд группы Q на 
п-м шаге достигает единичной подгруппы H, = e, то верхний 
центральный ряд на A-M шаге достигает самой группы Z, == G. 
Доказать. 

4.7.10.Т.У. Доказать, что у нильпотентной группы длины 
верхнего и нижнего центральных рядов одинаковы. 

Примечание. M3 4.7.8, 4.7.9 и 4.7.10 вытекает, что для 
определения нильпотентной группы и для определения класса 
нильпотентности можно было бы исходить из нижнего цен- 
трального ряда. 

4.7.11. Пусть коммутант некоммутативной группы Q лежит 
в ее центре. Доказать, что G нильпотентна. Определить класс 
ее нильпотентности. 

4.7.12.Т. Доказать, что всякая подгруппа нильпотентной 
группы сама нильпотентна. 

4.7.13.Т. Доказать, что фактор-группа нильпотентной 
группы по любому ее нормальному делителю сама нильпо- 
тентна. 

4.7.14.Т.У. Доказать, что всякая конечная р-группа ниль- 
потентна. 

4.7.15.У. Выяснить, какие из следующих групп являются 
нильпотентными. Выяснить их классы нильпотентности: 
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Г) группа 0,11 2 3); (4 5}; (38 

2) группа @=|[(1 83 6)(2 7 4 5)}; (9 15 11 13) 
(10 14 12 16); E- 638)(2 84 7)(9 12 п 10) (13 16 
15 14); 

3) группа G=[(1 23 4) (5 6 7 9); (153 7)(2 94 6); 
(8 10-i T 2 SAR a 2N; 

4) группа Gy=[(1 234567 8)(9 10 12 13 14 16 
15 11); (1 11)(2 15)(3 16)(4 14)(5 13)(6 12)(7 10)(8 9)|. 


4.7.16.У. Пусть G; является р;-группой (i= 1, 2, ..., n), 
причем все простые числа Pi, р», ..., Pn различны; H — MHO- 
жество всевозможных последовательностей (Xi, хо, ..., Хи), 
где x; Е Q; (==1, 2,...п). В H определено действие 


(xı, Xs -> s) Xn) (Yi Yo ...) Уп) == (i. Хэ», ...у Х"Ул). 


Доказать, что Н является нильпотентной группой и что класс 
нильпотентности Н равен наибольшему из классов нильпо- 
тентности групп Gj. 

Примечание. Доказано, что всякая конечная нильпо- 
тентная группа изоморфна группе, устроенной описанным 
способом. 

4.7.17. Пусть @; — нильпотентная группа класса k; (i = 
= 1, 2, 3, ...); Н — множество всевозможных последова- 
тельностей (Xi, X» Xp ...), где x; © G; В H определено 
действие 


(£i Ху Хз, .. 3 (Yi Уз, Уз, .. .) == (X1Yi» ХУ» ХзУз, .. .). 


Выяснить, когда Н является нильпотентной группой и каков 
ее класс нильпотентности в этом случае. 

4.7.18. Доказать, что конечная нильпотентная группа а 
обладает такой последовательностью своих нормальных дели- 
телей 


а— № М 2 №0... D Мы DN, =e, 


что все фактор-группы М, 1//М№ (&=1, 2, ..., п) цикличе- 
ские. 

4.7.19. Доказать, что в конечной группе совокупность ее 
нормальных делителей, являющихся нильпотентными группами, 
обладает универсально максимальным по включению элемен- 
том, т. е. нильпотентным нормальным делителем, содержащим 
все остальные нильпотентные нормальные делители. 


122 ГРУППЫ И ИХ ПОДГРУППЫ ГЛ. {У 


4.7.20. Выяснить, когда в группе С из 4.7.17 совокуп- 
ность ее нормальных делителей, являющихся нильпотентными 
группами, обладает универсально максимальным по включе- 
нию элементом. 

Примечание. Результат сопоставить с 4.7.19. 

4.7.21.У. Пусть pı, Pa Рз — различные простые числа, и 
пусть группа Q, имеющая порядок р! Paps, нильпотентна. Дока- 
зать, что С абелева. 


$ 8. Автоморфизмы групп 


Изоморфизм группы @ на себя называется автоморфизмом 
группы G 

Очевидно, что такое понятие автоморфизма группы @ совпа- 
дает с понятием автоморфизма множества @ относительно группо- 
вого действия (см. гл. Ш, $ 4). Таким образом, автоморфизмы группы 
являются преобразованиями множества элементов этой группы. 
Как и всякие преобразования, мы иногда будем задавать автомор- 
физмы подстановками. 

Пусть @ — группа, x € G. Обозначим через tą следующее npe- 
образование множества элементов группы G: ty (а) = xax! (а E G). 
Будет доказано, что для каждого х © @ преобразование fy явля- 
ется автоморфизмом С (см. 4.8.12), такие автоморфизмы называются 
внутренними. | 

одгруппа группы @ называется характеристической, если 
она отображается на себя при любом автоморфизме группы G. 


4.8.1. Пусть О — аддитивная группа целых чисел. Какие 
из следующих преобразований и:, и из являются автомор- 
физмами С: | 

1) um=m -+ l; 

2) шт = 2m; 

3) um = — m (m € G)? 

4.8.2. Пусть @ — мультипликативная группа комплексных 
числ. Какие из следующих преобразований являются авто- 
морфизмами С: 

1) uz = 2 (2 — число, сопряженное с 2); 

2) из [г (cos ọ +2 sin $)] = r? (cos Ф-- sin $); _ 

3) из [r (cos Ф-- 2 sin ọ)] = 


= r [cos -+5 +: sin o+ 5)? 


4.8.3.Т. Пусть ф — автоморфизм группы @. Доказать, что: 
1) для любого элемента а © Q элементы а и Y (а) имеют 
один и тот же порядок; 
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2) ф(е) =е (е — единица группы G); 

3) ọ (a) = (a)]" (a € Q); 

4) если M= {Xo х, ...}— порождающее множество 
группы G, то и M = {$ (х,), P (м), ...} — порождающее MHO- 
жество группы Q; 

5) всякий класс сопряженных элементов при авто- 
морфизме % преобразуется в класс сопряженных эле- 
ментов. 

4.8.4. Пусть К — группа кватернионов (см. 2.6.39). Какие 
из следующих подстановок являются автоморфизмами К: 

1) u =(— 1 ù; 

2) m=( —i) (j, —j) (k, — k) 

3) m=i j, (-Ь Л — h) 

4) ш=(@ ЛЬ —l, jy — A); 

5) в=—(Ь —0( — j)? 

4.8.5. Найти группу автоморфизмов группы [(12) (34) (56); 
(34). 

Примечание. Обратить внимание на то, что группа 
автоморфизмов коммутативной группы оказалась некоммута- 
THBHOË. 

4.8.6. Найти группу автоморфизмов бесконечной цикли- 
ческой группы. 

4.8.7. Пусть О — циклическая группа порядка n. Доказать, 
что преобразование и, определенное равенством и (х) = x" 
(x € G), является автоморфизмом группы @ в том и только 
в том случае, если k взаимно просто с MN. 

4.8.8. Доказать, что преобразованиями, описанными в пре- 
дыдущей задаче, исчерпываются все автоморфизмы конечной 
циклической группы. 

4.8.9. Пусть О — группа. Доказать, что преобразование Q, 
переводящее каждый элемент в обратный ему элемент, явля- 
ется автоморфизмом группы @ тогда и только тогда, когда 
G — коммутативная группа. 

4.8.10.У. Доказать, что группа автоморфизмов конечной 
циклической группы, порядок которой больше 2, есть ком- 
мутативная группа четного порядка. 

4.8.11.У. Описать группы автоморфизмов циклических 
групп порядков 12 и 14. 

4.8.12.Т.` Пусть а — группа и x Е G. Доказать, что mpe- 
образование f, согласно которому &, (а) = xax (a €G), 
является автоморфизмом G. 
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4.8.13.Т. Доказать, что множество внутренних автомор- 
физмов группы Q является нормальным делителем группы 
всех автоморфизмов QG. 

4.8.14. В симметрической группе $. найти внутренние 
автоморфизмы fup Éu где и, = (12), из = (132). 

4.8.15. В группе кватернионов (см. 2.6.39) найти внутрен- 
ние автоморфизмы #41, É; É; 

4.8.16. Выяснить, какие группы имеют единичную группу 
внутренних автоморфизмов. 

4.8.17. Найти порядок группы SRyTpENuON автоморфизмов 
группы @==[(1234) (56), (13)]. 

4.8.18.Т. Пусть 4 — центр группы G. Доказать, что группа 
внутренних автоморфизмов G изоморфна фактор-группе 0/7. 

4.8.19. Доказать, что симметрическая группа S, (п>=3) 
изоморфна группе ее внутренних автоморфизмов. - 

4.8.20.У. Доказать, что при любом автоморфизме симмет- 
рической группы S, (И—3, n Æ 6) транспозиция преобра- 
зуется в транспозицию. 

4.8.21.У. Доказать, что всякий автоморфизм группы S, (п = 
— 3, п Æ 6) преобразует множество различных транспозиций 
вида (iji), (Lja), ..., (175) в множество транспозиций вида (kh), 
(kho), ..., (kL). 

4.8.22.У. Доказать, что каждый автоморфизм группы S; 
внутренний. Найти порядок группы автоморфизмов $. 

Примечание. Утверждение задачи справедливо для 
любой симметрической группы S, (n Æ 6). Группа $5 имеет 
внешние автоморфизмы. 

4.8.23. Пусть @ — аддитивная группа целых гауссовых 
‘чисел (см. 4.3.22). Описать все автоморфизмы группы С. 
°_ 48.24. Доказать, что группа автоморфизмов группы Q 
из предыдущей задачи изоморфна группе целочисленных 
квадратных матриц второго порядка с определителями Œ 1. 

4.8.25. Пусть О’ — характеристическая подгруппа группы 
G, и пусть и — автоморфизм G. Обозначим через й следую- 
mee преобразование Q: если g' E С’, то ā(g)=ug. Дока- 
зать, что й — автоморфизм С’. 

Примечание. Говорят, что й индуцирован автомор- 
физмом и. 

4.3.26. Доказать, что ние группа и группа 
Клейна (см. 3.3.18) являются характеристическими подгруп- 
пами симметрической группы Sy 
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4.8.27. Найти автоморфизмы группы Клейна (см. 3.3.18), 
индуцированные следующими автоморфизмами Sy: 


faz  Иза» 1423» 123) 


Примечание. Обратить внимание на то, что разные 
автоморфизмы группы могут индуцировать одинаковые авто- 
морфизмы характеристической подгруппы. 

4.8.28.У. Доказать, что различные автоморфизмы группы 
$, индуцируют различные автоморфизмы ее знакопеременной 
‘подгруппы, и найти порядок группы автоморфизмов знако- 
переменной группы четвертой степени. 

4.8.29. Доказать, что характеристическая подгруппа группы 
является ее нормальным делителем. 

4.8.30. Пусть О — группа. Доказать, что следующие TOL- 
группы @ являются характеристическими: 

1) сама группа Q; 

2) единичная подгруппа Q; 

3) центр группы Q; 

4) коммутант группы С. 

Примечание. Результат сопоставить с результатом 
задачи 3.4.14. 

4.8.31.У. Пусть @ — некоммутативная группа. Доказать, 
что группа автоморфизмов @ не является циклической. 


$ 9. Транзитивные группы преобразований 


Пусть @ — группа преобразований некоторого множества Q. 
Группу G называют транзитивной, если для любых а, ВС Q Hañ- 
дется элемент U С G такой, что ua =В. Если группа G не является 
транзитивной, то ее называют интранзитивной. 

В этом параграфе будем использовать следующее обозначение: 
если а EÉ Q, то @, есть подмножество всех преобразований из С, 
для которых а является неподвижной точкой. 

Группу преобразований G множества Q называют импримитив- 
ной, если: 1) она транзитивна; 2) существует собственное разбиение 
множества Q на классы Mi, Mj, ..., среди которых хоть один имеет 
более одного элемента, такое, что для любого и Е G и любого 
класса М; множество и (М;) тоже является одним из этих классов. 

Множества М; М, ... называют системами импримитивности. 
Будем говорить, что эти множества образуют ряд импримитив- 
ности. 

Если а — транзитивная группа и указанного разбиения не суще- 
ствует, то G называют примитивной группой. 

° Среди транзитивных групп преобразований выделяют так назы- 
ваемые кратно транзитивные группы. 
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Мы остановимся только на понятии дважды транзитивной группы. 

Пусть @ — группа преобразований множества Q. Группу G 
называют дважды транзитивной, если для любых двух пар (а, $), 
(1, 5), где а, В, y, 8 E Q иа-2В, 1-28, в G найдется преобразова- 
ние и такое, что Ua = y, UB =ù. 

Очевидно, что дважды транзитивная группа транзитивна. 


4.9.1. Пусть @ — группа преобразований множества Q, и 
пусть существует такой а © Q, что для каждого В Е Q найдется 
и Е Ц, преобразующее я в В. Доказать, что @ — транзитив- 
ная группа преобразований. 

Примечание. Обратное утверждение очевидно. Если 
G — транзитивная группа преобразований, то каждый эле- 
мент х обладает указанным свойством. 

4.9.2. Доказать, что симметрическая и знакопеременная 
группы любой степени транзитивны. 

4.9.3. Пусть @ — интранзитивная группа преобразований 
множества Q. Доказать, что существует собственное разбие- 
ние Q на классы M; М»... такое, что если a © М; ии g, 
то ua = М, если и, а © Мь то найдется такое о С QG, что 
VA = 9%. 

Примечание. Множества М,, М, ... называют систе- 
мами интранзитивности. 

4.9.4. Какие из следующих групп транзитивны: 


Gi = [(123) (456), (1346), G, = [(1234) (56), (123) 
4, —[(1234) (56), (123) (567) 


rae G, С — группы подстановок шестой степени, а С — 
группа подстановок седьмой степени? Для интранзитивных 
из них найти системы интранзитивности. 

Примечание. Легко видеть, что G, изоморфна cam- 
метрической группе $; Следовательно, свойство группы быть 
транзитивной при изоморфизме сохраняется не всегда. 

4.9.5.Т. Пусть С — транзитивная группа преобразований 
множества ®, и пусть а С- О. Доказать, что: 

1) Ц, — подгруппа группы Q; 

2) если из ==В (u & G), то класс UG, состоит из всех пре- 
образований G, переводящих & в В 

4.9.6.У. Пусть СО — транзитивная группа преобразований 
конечного множества Q, состоящего из п элементов. Доказать, 
что индекс подгруппы G, (e Е G) в группе G равен n. 
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Примечание. Отсюда. следует, что порядок транзитив- 
ной группы преобразований конечного множества, состоящего 
из И элементов, делится на п. 

4.9.7. Пусть @ — транзитивная группа Е obpaerai MHO- 
жества Q. Доказать, что: 

H G; G, (а, ВС Q) являются сопряженными подгруппами 
в группе ат 

2) если О’ — подгруппа в сопряженная с некоторой под- 
группой G, то найдется B С Q такой, что @’== G. 

4.9.3.У. Пусть @ — транзитивная группа преобразований сте- 
пени n. Если и=2е принадлежит центру Q, то и является 
регулярной подстановкой (см. 3.3.24), не имеющей неподвиж- 
ных точек. Доказать. 

4.9.9. Доказать, что транзитивная группа подстановок -H 
степени содержит не меньше чем и — 1 подстановку, каждая 
из которых не имеет неподвижных точек. 

4.9.10. Пусть С — транзитивная группа подстановок сте- 
пени и, порядок которой lÆ п, и пусть каждая ‘неединичная 
подстановка из Q или совсем не имеет неподвижных точек 
или имеет точно’ две неподвижных точки. Обозначим через 
р число подстановок из Q, не имеющих неподвижных точек. 
Доказать, что р удовлетворяет неравенству 


| 3 


4.9.11. Пусть О — импримитивная группа и M; М, ...— 
некоторый ряд импримитивности. Доказать, что множества 
М, М, ... равномощны. 

4.9.12. Доказать, что симметрическая и знакопеременная 
группы любой степени примитивны. 

4.9.13. Доказать, что транзитивная группа подстановок 
простой степени примитивна. _ 

4.9.14. Доказать, что группа [(aßyò), (ay)], где (а, В, y, è) — 
перестановка чисел 1, 2, 3, 4, импримитивна, и найти все ее 
системы импримитивности. 

4.9.15. Найти все примитивные и импримитивные подгруппы 
симметрической группы S; 

4.9.16. Доказать, что группа С, из задачи 4.9.4 имприми- 
тивна и что она обладает единственным рядом импримитивности. 

4.9.17. Выяснить, когда группа @==|(1 2... п)] прими- 
тивна. 
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4.9.18. Выяснить, какие из следующих групп транзитивны, 
какие примитивны: 

1) группа всех движений плоскости (см. гл. Ш, $ 5); 

2) группа всех параллельных переносов плоскости; 

3) группа всех вращений плоскости вокруг одной точки. 

4.9.19. Пусть р — эквивалентность в некотором множе- 
стве Q, обладающая тем свойством, что для каждого «С Q 
найдутся В, yE Q, Bp Æa, такие, что (œ, B) Ep, (9 y) Ep. 
Пусть G — некоторая транзитивная группа преобразований 
множества Q. Если каждый элемент из группы @ является 
эндоморфизмом ® относительно р, то G импримитивна. Joka- 
зать (см. гл. Ш, $ 4). 

4.9.20.Т.У. Если в транзитивной группе Q некоторая под- 
группа G, не максимальна (т. e. существует подгруппа С’ 
группы G, удовлетворяющая условию Gc Oca; CEG 
С’ Æ GQ), то G импримитивна. Доказать. 

4.9.21.У. Доказать, что если собственная транзитивная 
подгруппа G симметрической группы S, содержит транспози- 
цию, то она импримитивна. | 

4.9.22.Т.У. Доказать, что если @ — транзитивная группа 
подстановок простой степени р, содержащая транспозицию, 
то С совпадает с симметрической группой S, 

4.9.23. Пусть @рб— импримитивная группа, М — система 
импримитивности. Доказать, что множество всех преобразо- 
ваний иС GQ, обладающих свойством и(М)==М, есть под- 
группа G. 

4.9.24. Пусть а— имарамитивная группа, H -— множество 
всех преобразований из QG, преобразующих в себя каждую 
систему импримитивности некоторого ряда импримитивности. 
Доказать, что: 

1) Н— нормальный делитель; 

2) Н — интранзитивная группа. 

4.9.25. Пусть @б— импримитивная группа, обладающая 
конечным рядом импримитивности М, Ma ..., Mn- Пусть 
ф — отображение группы @ в симметрическую группу Sp 
определенное следующим образом: если иС@ и и(М,!) = 
= Mi» u (Ma) = Mi p u (Mn) = Mi , TO 


МЕ 
= (, ыы 


Доказать, что ф — гомоморфизм группы G в группу Sp. Найти 
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множество элементов Q, отображающихся в единицу при этом 
гомоморфизме (см. предыдущую задачу). 

4.9.26.У. Каждый неединичный нормальный делитель при- 
митивной группы преобразований является транзитивной 
группой. Доказать. 

4.9.27.У. Все интранзитивные нормальные делители импри- 
митивной группы исчерпываются описанными в задаче 4.9.24. 
Доказать 

4.9.28. Пусть @ — интранзитивная группа преобразований 
множества Q и М; — система интранзитивности (см. 4.9.3). 
Для каждого и Е G обозначим через и; преобразование MHO- 
жества /М;, согласно которому и;х == ua. Доказать, что MHO- 
жество Q; всевозможных преобразований и; является транзи- 
тивной группой преобразований множества M. 

4.9.29. Пусть сохраняются условия и обозначения преды- 
дущей задачи, и пусть Г — декартово произведение групп 
Gi, Ц, ..., соответствующих всем системам интранзитивности 
группы С (см. гл. Г, $ 1). Доказать, что: 

1) Г является группой относительно следующего действия: 


(иьи,...) Op v) oe) = (Uii им» ...); 

2) G изоморфна некоторой подгруппе группы Г. 

Примечание. Таким образом, интранзитивная группа 
с точностью до изоморфизма является подгруппой декартова 
произведения транзитивных групп. Группу @ называют nod- 
прямым произведением групп а, Ц... 

4.9.30. Пусть @— группа преобразований множества Q, 
и пусть о, ВС 8 («> В). Если для каждой пары элементов 
y C L(y Æ?) найдется u © такое, что ua== y, и =8, 
TO @— дважды транзитивная группа. Доказать. 
- 4.9.31. Какие из следующих групп дважды транзитивны: 

1) симметрическая группа степени п; 

2) группа Q, из задачи 4.9.4; 

3) группа всех движений плоскости (см. 4.8.18)? 

4.9.32. Выяснить, при каких n знакопеременная группа 
п-й степени дважды транзитивна. 

4.9.33. Сколько существует дважды транзитивных групп 
преобразований четвертой степени. | 

4.9.34.У. Доказать, что порядок дважды транзитивной 
группы преобразований и-й степени делится на число п (п — 1). 


5 Е. С. Ляпин и др. 


ГЛАВА V 
ОПРЕДЕЛЯЮЩИЕ МНОЖЕСТВА СООТНОШЕНИЙ 


$ 1. Определяющие множества соотношений 
в полугруппах 


Пусть А — полугруппа, К — подмножество А. Будем рассмат- 
ривать слова в полугруппе А над множеством К (см. гл. I, 55). 

Если U= XXa ... Xn, =, ... Ут — слова в полугруппе А 
над множеством А, то через uv будем обозначать слово Xj s.. 
ое ХпУ! зе Ут: 

Если К — подмножество полугруппы А и хх. ... Xn — слово 
над K, то элемент полугруппы А, равный произведению элементов 
хх, ... Xn, Называется значением данного слова в А (см. гл. I, $5). 

Если А=|[К], то каждый элемент полугруппы А является 
значением некоторого слова над K, причем для одного элемента 
могут существовать несколько слов Haq X, значениями которых 
является данный элемент. 

Если XXa ... Хр, 15 ... Ym — Два слова, значения которых 
совпадают, то в полугруппе А справедливо равенство 


Х1^ ... Xn = У! Уз ... Ут: 


Всякое такое равенство называют соотношением в полугруппе 
А относительно множества АК. Иными словами, соотношение — это 
пара слов, значения которых в полугруппе ʻA совпадают. 

Будем говорить, что слова XiXa ... Хи, У1У. ... Ут образуют 
соотношение, и записывать его в виде XXa ... Xn = Yia ... Ут 
ИЛИ NY .:. Ми: Ae 

В дальнейшем слова «относительно К» будем опускать, если 
ясно, относительно какого множества рассматривается слово или 
соотношение. 

Пусть А=|[А]; и порождающее множество А’ обладает тем 
свойством, что каждое слово над К имеет единственное значение 
в полугруппе А; тогда К’ называют свободным порождающим MHO- 
жеством полугруппы А. Если полугруппа обладает свободным по- 
рождающим множеством К, то ее называют свободной полугруппой 
над К или просто свободной полугруппой. 

Пусть А = [K]; и Ф— некоторое множество соотношений в по- 
лугруппе А относительно К. Если №, = W, — некоторое соотноше- 
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ние из Ф, а V,U — произвольные слова над К, то в А, очевидно, 
выполняются соотношения: 


VW, = VWa WU = WV, VWV = VWV 


Всякое соотношение такого вица, а также всякое соотношение 
вида U= U, где и — слово над K, будем называть непосредственным 
следствием из Ф. 

Соотношение и, = и, называется следствием из множества CO- 
отношений Ë, если найдется конечная последовательность соотно- 
шений относительно К: Ц, =V, 9, = Ug ... Ugn = Ulo, в КОТОрой 
каждое соотношение является непосредственным следствием из Ф. 

Очевидно, что если слова ии. образуют соотношение, являю- 
щееся следствием из некоторого множества соотношений в полу- 
группе А, то слова U, имеют равные значения в полугруппе А. 
Обратное утверждение, конечно, справецливо не всегда, т.е. может 
оказаться, что слова V,U имеют одинаковые значения в А, но CO- 
отношение 9, = UVa не является следствием из выбранной системы 
соотношений. 

Некоторое множество соотношений Ф в полугруппе А отно- 
сительно порождающего множества А называют определяющим 
множеством соотношений полугруппы А относительно К или 
определяющей совокупностью соотношений, если каждое соотно- 
шение в А относительно K является следствием из множества CO- 
отношений Ф. 

Соотношения, входящие в определяющее множество соотно- 
шений, часто называют определяющими соотношениями. Основной 
смысл понятия определяющего множества соотношений заключается 
в том, что задание определяющего множества соотношений опре- 
деляет полугруппу с точностью до изоморфизма (см. 5.1.19). 

В задачах из соображений удобства записи будут встречаться 
символы вида U’. Такие символы при чтении слова следует опускать. 
Например, х°уз будем читать у. 


5.1.1. Пусть А = [и, v, w]; — полугруппа преобразований, где 
Ta т 1) SER 
ne ? v= ? ее. Jj eee) 9 $ =— Š 
n ны ЕЕ TE. 


Выяснить, какие пары, составленные из следующих слов над 
fu, v, w}, образуют соотношения в Å: 
t= wu, В ==” ubwo uo, ty = w tuvw, 
t= vou twou tw, ty =o Ч" tuow, te= (vu) 

5.1.2. Пусть а, b, с — различные элементы некоторой полу- 
группы А и в полугруппе [а, b, с]; выполняются соотношения: 

d= 2, аф—0а — а’сбЗазЬИ —= а3е, beca == cba’, 

айс = са, — 08са = 2%, bec=cb, bæ =b. 
5* 
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Выяснить относительно каждого из этих соотношений, 
является ли оно следствием остальных семи соотношений. 

5.1.3. Пусть А — полугруппа из предыдущей задачи. До- 
казать, что в А справедливы следующие равенства: 


ас ана,  (6а*=5, bca ас bacah 


5.1.4. Пусть дана полугруппа А=|К]; и Ф— neko- 
торое множество соотношений в А относительно K. Joka- 
зать, что: 

1) соотношение и==и является следствием из Ф; 

2) если соотношение и = является следствием из P, то 
и соотношение V= U — следствие из Ф; 

3) если и=9, о==& — следствия из Ф, то и соотношение 
u = Ww — следствие из Ф; 

4) если и==® — следствие из Ф, а w, Ww — произволь- 
ные слова над Кв полугруппе А, то соотношения Wil = WV, 
UW = VWa WUW = WVW, являются следствиями из Ф; 

5) если ty == U, U= U} — следствия из Ф, то и ии = 
= VUV — следствие из Ф. 

5.1.5.У. Пусть А == [а, b, c, d]; — полугруппа из задачи 3.1.36. 
Проверить справедливость следующих соотношений в Å: 

ab — фа, ас = ca, ad = da, bd = db, а =a, аа =d, с =c, 
а’ — с bd== d, btc’ačd'b’adScd = са са, фазер?афаа? == 
— bac b’ad?’a?, сЗазсва? р“ — аб’. 

_ 6.1.6.У. Выяснить, является ли следующее множество 
соотношений: 


ab = фа, ad = da, bd = db, аа = d, 


bdp ae mmea aan, ==е 


определяющим множеством соотношений полугруппы А из 
предыдущей задачи. 

5.1.7. Пусть А’==[а, b, 4]; — подполугруппа полугруппы 
А из задачи 5.1.5. Доказать, что следующее множество соот- 
ношений: 


ab = а, ad = da, bd = db, 
ad =d, bi =P -ab =b @ =a 


является определяющим для полугруппы Å’, 
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5.1.8. Пусть в полугруппе А==[^и, Хх]; справедливы 
следующие соотношения: 


xi = xi ха = Lg XiX == 9х1 = Xy 
2 жен" Х 3 ES a 
Е Ner EN Wa E 


Доказать, что полугруппа А конечна. 

5.1.9. Пусть полугруппа А обладает конечным порождаю- 
щим множеством А, и пусть при некотором натуральном п 
для всякой последовательности 2и-- 1 элементов Ху, Хь ... 
.... опа © К выполняется соотношение 


KiKa eee Xn = Knn see Эл. 


Доказать, что полугруппа А конечна и обладает нулем. 
5.1.10.Т. Пусть ® — произвольное множество, C, — MHO- 


жество всевозможных конечных последовательностей элемен- 
тов из Q. В Co определено действие умножения следующим 


образом: если а=(%, хь..., Хх, =, У»... Ут), то 
abi n p Уре, Уд). Доказать, что: 

1) Сэ — свободная полугруппа; 

2) в Cg имеется лишь единственное свободное порож- 
дающее множество; 

3) если А — свободная полугруппа, то найдется множе- 
ство @ такое, что А будет изоморфна полугруппе Се. 

Примечание, Отсюда следует, что всякая свободная 
полугруппа обладает лишь единственным свободным порож- 
дающим множеством. 

5.1.11.Т. Доказать, что каждая полугруппа является гомо- 
морфным образом некоторой свободной полугруппы. 

5.1.12. Пусть A= [x], — конечная моногенная полугруппа. 
Доказать, что существует определяющее множество соотно- 
шений полугруппы А относительно порождающего множества 
{x}, состоящее из одного соотношения. 

5.1.13. Пусть К — мультипликативная полугруппа нату- 
ральных чисел К — ее неприводимое порождающее множе- 
ство, состоящее из всех простых чисел и единицы (см. 2.5.3). 
Доказать, что всевозможные соотношения вида ра = qp, 
p1 =p (р, q К) образуют определяющее множество соотно- 

шений полугруппы R относительно К, 
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5.1.14.Т. Доказать, что в каждой полугруппе существует 
определяющее множество соотношений относительно любого 
порождающего множества. 

5.1.15. Пусть в полугруппе A= [X1 Xa ..., №]; MHO- 
жество соотношений 


ELi ns 
Lt =X p Kpl =h 


для всех k= l, 2,..., 10, (=1, 2y eaa 1Ю является опре- 
деляющим. Доказать, что А — конечная коммутативная полу- 
группа, не обладающая ни единицей, ни нулем, и найти коли- 
чество ее элементов. 

5.1.16. Пусть полугруппа А = [u, v], обладает следующей 
определяющей совокупностью соотношений относительно 
{u, v}: 


W= u; V=, UVU= U, 910 ==9. 


1) Построить для полугруппы А таблицу Кэли. 

2) Выяснить, регулярна ли полугруппа А (см. гл. I, $ 5). 

5.1.17. Пусть А=[К]; и Ф — некоторое множество соот- 
ношений в полугруппе А. Пусть ф — отображение множества 
К в полугруппу В. В каждом соотношении в полугруппе А 
относительно. К’ заменим все элементы из К их образами при 
отображении $. Если в результате этой замены из всякого 
соотношения, входящего в Ф, получится соотношение в B, 
то и из всякого следствия из Ф получится соотношение в В. 
Доказать. | 

5.1.18.Т.У. Если в условиях предыдущей задачи Ф является 
определяющим множеством соотношений полугруппы А, то 
отображение ф можно продолжить до гомоморфизма полу- 
группы А в полугруппу В (см. гл. I, $ 2). 

5.1.19.Т.У. Пусть Ф, — определяющее множество соотно- 
шений полугруппы А, относительно порождающего множества 
Kı, а Ф, — определяющее множество соотношений полугруппы 
Аз относительно порождающего множества Ka Пусть сущест- 
вует взаимно однозначное отображение ф множества К, на 
множество К. такое, что если в каждом соотношении из Ф, 
заменить все элементы из Kı их образами при отображении 
Ọ, то получим соотношения из P, Если еще каждое соотно- 
шение из Ф, можно получить таким способом, то полугруппы 
А, и A, изоморфны. Доказать. | 


$1] МНОЖЕСТВА СООТНОШЕНИЙ В ПОЛУГРУППАХ 135 


5.1.20.У. Выяснить, будет ли коммутативной полугруппа 
с некоторым порождающим. множеством К и определяющим 
множеством соотношений, состоящим из всевозможных .соот- 
ношений вида 


ии = VUV (u, v E K). 


5.1.21. Пусть дана полугруппа А == [а, b, с]» и пусть сле- 
дующее множество соотношений Ф: 


а ар == ра, ас = са, be =c 


является определяющим множеством соотношений полугруп- 
пы А. Доказать, что: 

1) каждый элемент из А можно записать и притом единст- 
венным образом в виде а’с”ф", где Ё=0,1; m, п — произ- 
вольные целые неотрицательные числа, причем А, m, п не 
равны нулю одновременно; 

2) А — полугруппа без единицы. 

5.1.22. Пусть А — полугруппа, заданная в предыдущей 
задаче. Найти: 

1) все идемпотенты полугруппы А (см. гл. П, $2); 

2) все элементы из А, перестановочные с элементом 
ac™b” (т, п — фиксированные натуральные числа); 

3) типы ‘всех моногенных подполугрупп А (см. 2.5.10). 

5.1.23. Пусть дана полугруппа А’=[а, b, с], и пусть 
множество Ф’, состоящее из всех соотношений множества Ф 
из задачи 5.1.21 и соотношения с ==а, является определяю- 

щим множеством соотношений полугруппы А”. 
1) Доказать, что полугруппа А’ является гомоморфным 
образом полугруппы А, определенной в задаче 5.1.21. 

2) Найти тип каждого элемента полугруппы А” (см. 2.5.10). 

3) Выяснить, какие элементы порождают моногенные под- 
полугруппы полугруппы А’, являющиеся группами. 

5.1.24.У. Пусть А — свободная полугруппа. Доказать, что: 

1) А не имеет единицы; 

2) в полугруппе А выполняются свойства сократимости 
слева и справа (см. гл. П, $2); 

3) каждый элемент А имеет лишь конечное число раз- 
личных левых или правых делителей. 

5.1.25. Доказать, что свободная полугруппа имеет лишь 
_ единственное неприводимое порождающее множество. 
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5.1.26. Пусть А=[а, 6]; и следующее множество соот- 
_ношений: 


ра" — а, aba =a, bab =b, Pab,- (ba =bg 


является определяющим для полугруппы А. Доказать, что: 

1) элемент ра является единицей полугруппы A; 

2) с; элементом а перестановочны только степени аи 
единица ba; 

3) с элементом В перестановочны только степени b и 
единица ba; 

4) для всякого и © А, u Æ a, b найдется неединичный эле- 
мент V, перестановочный C и и не являющийся степенью и. 

5.1.27.У. Пусть А — полугруппа, определенная в преды- 
дущей задаче. Найти: 

1) все регулярные элементы полугруппы А (см. гл. П, $ 5); 

2) для каждого регулярного элемента найти регулярно 
сопряженные с ним элементы; 

3) все автоморфизмы полугруппы А. 

5.1.28. Доказать, что полугруппа [и, 9]; из задачи 3.1.13 
изоморфна полугруппе А, определенной в задаче 5.1.26. 


$ 2. Определяющие множества соотношений 
в группах 


Пусть @ —группа и K— ее порождающее множество в смысле 
теории групп, т.е. G = [К]„. Если К’— множество всех элементов 
из С, обратных для элементов множества К, то @=[К U K]s 
(см. гл. ll, $ 6). 

Рассматривая группу @ как полугруппу с порождающим мно- 
жеством К |) ^’[]е, где e есть единица Q, мы можем применять 
к G все сказанное во введении к предыдущему параграфу (поня- 
тия слова и соотношения над порождающим множеством K |) K|] e, 
следствия из множества соотношений, определяющего множества 
соотношений и т. д.). 

Однако в теории групп применяется другая терминология. 
Слово в группе G над множеством К |) К’|]е называют словом 
над множеством А’, соотношение в G относительно К |) К’ [|] e назы- 
вают соотношением в С относительно К. Мы будем в дальнейшем 
придерживаться этой «групповой» терминологии, добавляя там, где 
могут возникнуть недоразумения, слова «в смысле теории групп» 
аналогично тому, как это делалось для порождающих множеств 
(см. гл. П, $ 6). 
| Пусть G = [K] и Ф— некоторое множество соотношений 
в группе @ относительно К в смысле теории групп. 
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Соотношение и = называется следствием из множества соот- 
ношений Ф в смысле теории групп, если оно является следствием 
(см. $ 1) из множества, состоящего из соотношений, принадлежа- 
щих Ф, и всех соотношений вида 


kecek р, рее (СКК), 


Таким образом, при выведении следствий из некоторого множества 
соотношений Ф в группе мы, помимо соотношений из Ф, будем HC- 
пользовать и естественные групповые соотношения, написанные выше. 

Следует иметь в виду следующее простое, но важное обстоя- 
тельство. Если XXa ... Xn ==У1Уз ... Ут — некоторое соотношение 
в группе, то соотношение х,х, ... Xp Ym ... Y ==е является его 


следствием. И обратно, первое соотношение является следствием 
второго (см. 5.2.4). В связи с этим соотношения в группе чаще 
всего задают в виде U= e, где и — некоторое слово. 

Отметим еще, что каждое из двух соотношений 2,25... Zn = e, 
21: ... 25121 1==е является следствием другого (см. 5.2.4). 

Среди множеств соотношений в группе мы будем рассматривать 
и пустое множество соотношений. Если соотношение и == ABIA- 
ется следствием из пустого множества соотношений в смысле тео- 
рии групп, то это значит, что оно является следствием (см. $ 1) из 
естественных групповых соотношений, написанных выше. 

Если каждое соотношение в группе G относительно порожда- 
ющего множества А’ является следствием из некоторого множества 
соотношений Ф в смысле теории групп, то Ф называют определя- 
ющим множеством соотношений группы С относительно порожда- 
_ ющего множества К. 

Задание некоторого порождающего множества и определяющей 
совокупности соотношений группы в смысле теории групп опреде- 
ляет группу с точностью до изоморфизма (см. 5.2.7). 

Следует отметить, что, как ясно видно из самих определений, 
теория соотношений в смысле теории групп является частным слу- 
чаем теории соотношений в полугруппах. В теории групп, как уже 
отмечалось, употребляется только несколько иная терминология 
отчасти в целях некоторого упрощения в обозначениях, отчасти 
просто по традиции. 


5.2.1. Пусть а = (12), b = (12345). Проверить справедли- 

вость следующих соотношений в группе [а, 6] = Sy: 
==, ее; {ав е, (аа Фа =. 

5.2.2. Пусть в некоторой группе G= [u, 9] выполняются 

следующие соотношения: 
ше, a овен в 
Доказать, что в группе @ справедливы равенства 
(= е ЕЕ О 
omo == 90 о щ, (иоио 13 == е. 
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Примечание. Отсюда, в частности, следует, что в группе 
[2, b] задачи 5.2.1 справедливы равенства 


(Ба“==е, аб ?а6? == В ЗабЗа, 
b'tab = Вар ‘ара, (афаб $ =e. 


Справедливость последних равенств в группе [а, 6] можно 
проверить и непосредственным вычислением, но после того, 
как решена задача 5.2.2, такая проверка не нужна. 

5.2.3. Пусть в конечной группе С элементы х, у связаны 
соотношением ух = xy", где k — некоторое целое число Æ 0. 
Доказать, что всякий элемент группы [х, у] можно записать 
в виде х”у” (т, п — целые числа). 

5.2.4.У. Пусть @ — некоторая группа. Доказать, что: 

1) если в С справедливо соотношение хх... Xp = 
= У Уз... Ym TO справедливо и соотношение хх... Xp Ym... 
... Y1 ==е, причем каждое из них является следствием другого 
в смысле теории групп; 

2) если в Q справедливо соотношение 2,25... Z ==е, то 
справедливо и соотношение 2;'... 25 '21'==е и каждое из 
них является следствием другого в смысле теории групп. 

5.2.5. Пусть в группе @==[а, b] выполняются соотно- 
шения 


НЕ (бе, 


Доказать, что: 

1) элементы а В '0?6, Ба?! попарно перестановочны 
и образуют класс сопряженных элементов; 

2) подгруппа [а 6] является нормальным делителем QG. 

5.2.6. Пусть G= [a а», ..., а. 41| ив группе @ выполня- 
ются все соотношения вида 


Akli = Ajak (k, J=, e.o n — 1; |k—j|>!l), 
аа; ла; = Ailil G= 2 n.r п 2). 


Доказать, что: 
1) в G справедливы следующие равенства: 


ый = =: = рые 
а Aiai = аль Qib = bajn а16* == bani 


где b= 0 ... Ani а; — любое; 
2) элемент Ó” принадлежит центру группы G. 
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5.2.7.Т.У. Пусть даны группы: 


G = [Кйе = [Ки U K; [е1]5 
G = [Ka] == [Ka U Ke U eals 


и Ф, Ф, — определяющие множества соотношений групп Gy, 
С, относительно порождающих множеств К\, Ka соответственно 
в смысле теории групп. Если существует взаимно однозначное 
отображение ф множества K; |] К! U e; на множество Ka |) Ka U ез, 
при котором 


< (е1) = e» $ (ki) = [9 () (k EK), 


и множество Ф, взаимно однозначно отображается на MHO- 
жество Ф., то группы С, Q, изоморфны. Доказать. 

5.2.8.Т.У. Пусть дана группа G= [К], =[K U К’ e]; n ® — 
определяющее множество соотношений группы @ относи- 
тельно порождающего множества К в смысле теории групп. 
Пусть ф — отображение множества К |} К”{[]е в группу С’, при 
котором каждое соотношение из Ф и каждое соотношение 
вида ke = ek = k, kk =k k =e (REK |) К’ |] e) преобразуется 
в справедливое соотношение B (7. Доказать, что если @' = 
— [Ф(К)]„,› то @ изоморфна некоторой фактор-группе 
группы G. 

5.2.9. Пусть a= (1234), b= (132) — элементы симметри- 
ческой группы $. Доказать, что: 

1) $ = [a, 8} 

2) в $; выполняются соотношения: 

д = е. 


5.2.10. Пусть @— группа из задачи 5.2.5, и пусть с == 
— Qba. Доказать справедливость следующих  равенств 
в группе G: 


с —е, а №! =, ре = cb, be =c, ac= cbta, 
цей a ЕЕ ев ПЕ 
5.2.11. Пусть сохраняются условия и обозначения преды- 
дущей задачи. Доказать, что каждый элемент группы @ можно 
записать в виде с“1р2а@з, где Оо; = р 1=1,2, 3. 
5.2.12. Пусть сохраняются условия и обозначения задачи 
5.2.10. Если в группе G равенства 


сара — cibeas (O< а; =} 0—8, =1 i=l, 2, 3) 
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выполняются только тогда, когда а, == Bi, Qa = Bo Qg = Bo, TO 
следующая совокупность соотношений: 


0 


является определяющей в группе G. Доказать. 
5.2.13.У. Доказать, что следующее множество соотношений: 


А АЕ 


является определяющим для симметрической группы $; относи- 
тельно порождающего множества {а, b}, rae a = (1234), b= (132). 

Примечание. В последующих задачах на нахождение 
определяющих множеств соотношений групп полезно иметь 
в виду задачи 9.2.11, 0.2.12. 

5.2.14. Пусть К — группа кватернионов (см. 2.6.39). Дока- 
зать, что: 

1) K= [h Л; 

2)B К справедливы все соотношения следующего MHO- 
жества Ф: 


Wek; j Ка И. Hiss f: 


5.2.15. Доказать, что множество соотношений Ф из пре- 
дыдущей задачи является определяющим множеством соотно- 
шений группы кватернионов. 

5.2.16. Пусть @, = [а, 6, с] С Se где а==(12), 6 —(34), 
с = (5 6). Доказать, что следующее множество соотношений Ф: 


с =; арфа. аст=са, bésch 


является определяющим множеством соотношений группы Gy 
относительно порождающего множества $a, b, с}. 

5.2.17. Пусть @&==[а, 6]<- Se где а=(1234), b= (56). 
Доказать, что следующее множество соотношений Ф: 


aba eba 


является определяющим множеством соотношений группы G 
относительно порождающего множества {а, 6}. 

5.2.18. Пусть в группе а==[а, b] выполняются следую- 
щие соотношения: 


паре, 
Доказать, что: 
1) порядок группы Q не больше восьми; 
2) элемент (ab) принадлежит центру группы Q. 
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5.2.19. Пусть G= [|(1234), (13)] и а==(12) (34), b= (13). 
Доказать, что @==[а, b] и множество соотношений: а? == 
= b == (abf =e является определяющим для группы G. 

5.2.20. Пусть О — группа из задачи 4.6.16. Доказать, что 
@=—=[21, 2] и что множество соотношений 21 == Zo, 212. == 2% '21 
(где 2. — единица группы) является определяющим для 
группы С. an 

5.2.21.У. Пусть [a], [b] — бесконечные циклические группы; 
G — множество всевозможных пар вида (a*, b°), где a” Е [а], 
РС [b]. В множестве G определено действие 


(а“1, 681) (аз, 68) = (atitea, Der 1 +a), 


Доказать, что: 

1) @— группа; 

2) если с == (а, b) d= (al, b), то G= |c, 4] и множество, 
состоящее из одного соотношения de = cdt, является опре- 
деляющим для группы G, 

5.2.22.У. Пусть [а], [b] — циклические группы, порядки 
которых соответственно равны M, N, а г — натуральное число. 
Пусть (”” — множество mn пар вида (а”, b°), где а“ È [а] 


вс [b], в котором определено следующее действие: 
(a"i, b1) (a*2, 82) = (a*3, Ь?з), 


as = U -} ag (mod m), Ba == Pir”: -+ В (mod n). 


Доказать, что: 

1) G”” является группой тогда и только тогда, когда 
r”=l1 (mod n); 

2) если @””" — группа, то QG™” = [c, d], где c= (a, b°), 
d= Ь); 

3) множество соотношений 


ст — её. Це, == са’с 


где 


где e— единица @””, является определяющим множеством 
соотношений группы @””. 


5.2.23.У. Пусть р, q — простые числа и p< 49. Доказать, 
что группы (24, @РЧ из предыдущей задачи изоморфны при 


любых Г, $, удовлетворяющих условию 
r’? = 1 (mod q), s? = 1 (mod q). 
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$ 3. Свободные группы 


Порождающее множество К группы @ называется свободным 
порождающим множеством, если все его элементы отличны от еди- 
ницы и пустое множество соотношений относительно К является 
определяющим множеством соотношений группы G в смысле тео- 
рии групп. 

Как отмечалось в $ 2, это означает, что каждое соотношение. 
в группе G относительно K является следствием естественных груп- 
повых соотношений: ke = ek = k, ЕЕ! = k'k =e, гдекск, или k 
является обратным для некоторого элемента из K, или k= e. 

Группа, обладающая свободным порождающим множеством, 
называется свободной. 

Будет доказано (см. 5.6.31), что если свободная группа обладает 
свободным порождающим множеством, состоящим из п элементов, 
то и любое другое свободное порождающее множество состоит из 
п элементов. 

Число элементов свободного порождающего множества сво- 
бодной гоуппы называется ее рангом. 

Если свободные порождающие множества бесконечны, то гово- 
рят о свободной группе бесконечного ранга. 

В задачах 5.3.1 — 5.3.6 указан способ построения свободных 
групп, из которого следует, что существуют свободные группы 
любого ранга. 

Свободные группы играют в теории групп весьма важную роль в 
связи с.тем, что каждая группа изоморфна фактор-группе некоторой 
свободной группы (см. 5.3.13). Кроме того, понятие свободной группы 
иногда используется при определении понятия определяющего мно- 
жества соотношений в группе (см. 5.3.15, 5.3.16). 

Учитывая введенный ранее термин «свободная полугруппа» 
(см. $ 1), следует иметь в виду следующее. Свободная полугруппа 
никогда не является группой. Свободная же группа, конечно, явля- 
НР: а но она не является свободной полугруппой 
см. 9.3.21). 


5.3.1. Пусть Рь — свободная полугруппа со свободным 
порождающим множеством K, и пусть существует взаимно 
однозначное отображение х множества К на себя, удовлетво- 
ряющее условию ọ(k)Æk, œ (k)=k для любого ЕЕК. 
В Fxg определено бинарное отношение р, состоящее из BCE- 
возможных пар вида 

(w, ko(k) w), (W, Wiko (Е)), (WW, Wiko (k) w), (wW, w), 
(Еф (k) w, w), (wke (k), wa), (wko (k) wW, ww), где k E K, 
Wı, W С Ек. Доказать, что: 

1) р— рефлексивное симметричное бинарное отношение; 

2) транзитивное замыкание р’ бинарного отношения р ABNA- 
ется двусторонне стабильной эквивалентностью в полугруппе 
Ек (см. 1.3.10). 
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Примечание. Согласно задачам 2.4.18, 2.4.14, 2.4.8 
множество Fg = Fg? является полугруппой. 

5.3.2. Пусть сохраняются условия и обозначения преды- 
дущей задачи. Доказать, что если №, № СК, kiÆko то 
(kiko) с р’. 

5.3.3. Пусть сохраняются условия и обозначения задачи 
5.3.1. Доказать, что полугруппа Рк==Рк/?’ является группой. 
Какой класс является единицей этой группы? Что представ- 
ляет собой элемент, обратный классу, содержащему некото- 
рый АЕ К. 

5.3.4.У. Доказать, что группа Рк из предыдущей задачи 
свободная. 

5.3.5. Доказать, что если K, L — равномощные множе- 
ства, то группы Fg, F,, определенные в задаче 5.3.3, изо- 
морфны. | 

5.3.6. Если @ — свободная группа, то найдется множе- 
ство К такое, что G изоморфна группе Fg из задачи 5.3.3. 
Доказать. 

Примечание. Таким образом, все свободные груп- 
пы с точностью до изоморфизма исчерпываются группами ти- 
па Fjo 

5.3.7. Пусть Е — свободная группа, fa, b} — ее свободное 
порождающее множество. Доказать, что нормальный делитель 
группы F, порожденный элементами а*, 6%, (ab)? (см. гл. IV, 5 3), 


состоит из всех тех слов а“1'1а "6... а”®Ьь, у которых 


и ... щи Bipa... -Be — четные числа. 


5.3.8.У. Пусть F — свободная группа, {а, b} — ее свободное 
порождающее множество. Найти индексы следующих под- 


групп F: 
1) Н, = 48, b°, аб}; 
2) H= [a]; 


? 

3) Нз = [а*, 0S а а, bab (aby): 

Какие из этих подгрупп являются нормальными делите- 
лями группы Е? 

5.3.9. Выяснить, какие свободные группы коммутативны. 

5.3.10. Пусть Е — свободная группа ранга, большего еди- 
ницы. Доказать, что: 

1) каждый неединичный элемент группы F имеет беско- 
нечный порядок; 

2) центр группы F есть единичная подгруппа. 
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5.3.11. Пусть Е — свободная группа со свободным поро- 
ждающим множеством К. Доказать, что каждое отображение 
множества К в Е можно продолжить до эндоморфизма 
группы F (см. гл. l, § 2; гл. Ш, 8 4). 

5.3.12.У. Доказать, что каждая свободная группа неединич- 
ного ранга обладает бесконечным числом свободных поро- 
ждающих множеств. 

5.3.13.Т.У. Пусть @=[К] — группа. Доказать, что G явля- 
ется гомоморфным образом некоторой свободной группы, 
которая обладает свободным порождающим множеством, рав- 
номощным множеству К. 

5.3.14. Пусть Фх — гомоморфизм свободной группы F со 
свободным порождающим множеством К на группу Q, и пусть 


К — порождающее множество Q, состоящее из всех элемен- 
тов $ (x)(x СК). Пусть Н — нормальный делитель F, состо- 
ящий из элементов, преобразующихся в единицу при гомо- 
морфизме $. Доказать, что: 


1) если хх... ме H, то в G выполняется соотноше- 


ние (x1)! (Xa) 2... P(X) п =e относительно К; 
2) если для некоторых Xy Xp ..., Xa Уь ..., ЕК 
в группе @ выполняется следующее соотношение относи- 


тельно K: 
о... P (En = p (I). p (Yn), 


g В BU 
то хи. Ру, т... у, ЕН. 
(12 (A [12 
Примечание. Если u= xix ... хп Е H, то соотно- 


шение ф (х1)“1 o (хо)... $ (хп = e будем называть соответ- 
ствующим элементу и свободной группы F. 

5.3.15. Пусть сохраняются условия и обозначения преды- 
дущей задачи, причем нормальный делитель Н порождается 
некоторым множеством М (см. гл. IV, 5 3). Доказать, что 
множество всех соотношений в QG, соответствующих элемен- 
там множества М, является определяющим множеством соот- 
ношений группы @ относительно порождающего множе- 


ства К. 
5.3.16. Пусть сохраняются условия и обозначения задачи 
5.3.14, и пусть Ф — определяющее множество соотношений 


группы С относительно порождающего множества К, состо- 
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ящее из соотношений вида и==е. Доказать, что множество 
всех элементов группы F, каждому из которых соответствует 
некоторое соотношение из Ф, порождает нормальный дели- 
тель Н (см. гл. IV; 8 3). 

Примечание. Множество соотношений в группе Q, 
соответствующих элементам из М (см. 5.3.15), иногда и 
называют определяющим множеством соотношений груп- 
пы G. 

5.3.17.У. Пусть Е — свободная группа ранга п, и пусть 
H — подгруппа F, порожденная квадратами всех элементов F. 
Проверить, что Н — нормальный делитель Ё, и найти поря- 
док фактор-группы F/H. 

5.3.18. Пусть Н — нормальный делитель из предыдущей 
задачи. Доказать, что если {%1 ..., £n} — свободное порож- 
дающее множество группы F, то H как нормальный делитель 
порождается множеством 


А ВНЕ E AS E p. (см. гл. IV, $ 3). 


5.3.19.У. Пусть {х, у} — свободное порождающее множе- 
ство группы F, а H — вполне характеристическая подгруппа F, 
содержащая элемент х*уху!. Доказать, что если Н Æ F, то 
индекс H в группе F равен 9. 


5.3.20. Пусть {х1, хо ..., £n} — свободное порождающее 
множество группы Р. Доказать, что следующие отображения 
множества {^1, ..., Xn} на себя можно продолжить до авто- 
морфизмов F: 

1) Qij (x)= xX; Qij (x)= x; Pij (Er) == Xp если А 52 Ь j; 

2) ых! , 9; (x)= xj, если 17] 

3) O; (х;) = xik} (i £j), 9; (и = <p если k Æj, 
где ijJ=r 2, , (уп (см. гл. [5 2). 


Примечание. Известно, что эти автоморфизмы порож- 
дают всю группу автоморфизмов свободной группы F. 

5.3.21. Доказать, что свободная группа не является сво- 
бодной полугруппой. 

5.3.22. Для того чтобы группа F была свободной, необ- 
ходимо и достаточно, чтобы она имела порождающее множе- 
ство, всякое отображение которого в произвольную группу 
можно продолжить до гомоморфизма группы F в эту группу. 
Доказать. 
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$ 4. Группы, заданные определяющими 
| множествами соотношений 


- Пусть К— произвольное множество. Словом над К называется 
всякая конёчная последовательность элементов из К, написанных 
рядом без каких-либо разделяющих знаков. 

Понятие слова над множеством встречается у нас не впервые 
(см. гл. П, $ 5; гл. У), но до сих пор мы рассматривали слова только 
над такими множествами, которые являлись подмножествами полу- 
групп. 

Для данного множества К выбираем произвольное, но фикси- 
рованное множество А”, равномощное К и не пересекающееся с К, 
некоторое фиксированное взаимно однозначное отображение Q MHO- 
жества K на А’ и элемент eE К |) К’. В множестве всех слов над 
К | К’ |] e возьмем произвольное бинарное. отношение р. 

Возникает вопрос, существует ли группа, в которой К является 
порождающим множеством, элемент E является единицей, ọ (К) AB- 
ляется элементом, обратным k для любого АСК, а множество, 
состоящее из всех соотношений и, = Ua, где (шв, и.) E р, является 
определяющим для этой группы в смысле теории групп. 

Оказывается, что такая группа существует (см. 5.4.1). При этом 
согласно задаче 5.2.7 она будет единственной с точностью до изо- 
морфизма. 

Следует иметь в виду, что в этой группе некоторые элементы 
множества А’ могут оказаться равными. В частности, группа может 
быть и единичной. 

С другой стороны, если @ — некоторая группа и К— ее no- 
рождающее множество, то существует. определяющее множество 
соотношений С относительно К в смысле теории групп. Таким MHO- 
жеством соотношений может служить, например, множество всех 
соотношений в С относительно К. | 

Если К — порождающее множество, а Ф — определяющее MHO- 
жество соотношений группы G относительно К, то будем говорить, 
что G задана порождающим множеством К и определяющим MHO- 
жеством соотношений Ф. 

Для групп, заданных порождающими множествами и совокуп- 
ностями определяющих соотношений, естественно возникают неко- 
торые специфические вопросы. Важнейшим среди них является воп- 
рос: как узнать, имеют ли одинаковые значения два данных слова. 
в группе относительно заданного порождающего множества или нет. 
Если С — конкретная группа, т. е. известно, из каких объектов 
состоит С и как перемножаются ее элементы, то соответствующего 
вопроса не возникает. В самом деле, вычисляя значения данных 
слов в (, мы всегда узнаем, равны они или нет. 

Если указан способ (алгоритм), при помощи которого для любых 
двух слов можно дать ответ, равны их значения в группе G или 
нет, то говорят, что в группе G решена проблема тождества. 
Известно, что решение проблемы тождества часто связано с боль- 
шими трудностями и что для некоторых классов групп проблема 
тождества не разрешима вообще, т. €. указанного выше общего 
алгоритма для всех пар слов не существует. 
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Вторым важнейшим вопросом является вопрос о том, изоморфны 
ли две группы, заданные порождающими множествами и опреде- 
ляющими совокупностями соотношений. Наконец, возникают такие 
вопросы: если С задана некоторым порождающим множеством и 
некоторой определяющей совокупностью соотношений, то конечна G 
или бесконечна, С — единичная группа или не единичная, коммута- 
тивная группа или нет. 


5.4.1.Т.У. Пусть К — произвольное множество, А” — Heko- 
торое множество, равномощное К и не пересекающееся с К, 
ие Æ К(_] К’. Пусть ф — взаимно однозначное отображение K 
на К’. Для произвольного бинарного отношения р в множе- 
стве всех слов. над множеством KJ K' (Je существует 
группа G такая, что @==[К]», элемент е является единицей G, 
для любого k С К выполняется ф (А) =А\* и множество, CO- 
стоящее из всех соотношений и! = и, где (и, и) Ср, яв- 
ляется определяющим множеством соотношений группы @ 
относительно К. Доказать. 

5.4.2.Т. Пусть группа G, задана порождающим множест- 
вом K A определяющим множеством соотношений ®,, группа Gh 
задана тем же порождающим множеством К и определяющим 
множеством соотношений P, Доказать, что если Ф/ C ®,, то: 

1) С, является гомоморфным образом Qh; 

2) если каждое соотношение из Ф. является следствием 
из множества соотношений Ф,, то С изоморфна G. 

5.4.3.У. Выяснить, какие из следующих групп коммутативны: 

1) G, заданная порождающим множеством {х1, Хо, Хз, ...} 
и определяющим множеством соотношений: 


2 ASS ЗЕЕ G 
Xa = K1, Аз = Хо, e.e.) Xn = Kn оу 


2) С, заданная порождающим множеством {х, у} и опре- 
деляющим множеством соотношений ху? = ух; 

3) G, заданная порождающим множеством {х1, Хо, №»... 
и определяющим множеством соотношений 


ИУ» | > | з-д. 
Ат = №, А = K3, ...9 Xi = Kn, оо 


5.4.4.У. Доказать, что группы Gy, @, G; предыдущей ga- 
дачи бесконечны. 
5.4.5.У. Определить порядок группы, заданной порождаю- 
щим множеством {х, у} и определяющей совокупностью со- 
отношений 
уу Ее 
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5.4.6.У. Пусть группа @ задана порождающим множеством 
{х, y} и определяющим множеством соотношений, состоящим 
из одного соотношения ху == YX, где $ — произвольное целое 
число, отличное от нуля. Найти порядок подгруппы [y]. 

5.4.7.У. Пусть группа G задана порождающим множеством 
{х, y} и определяющей совокупностью соотношений: x? = у”. 
Выяснить, какие из следующих элементов @ равны и какие 
различны: 


(У) ем ем Ще, 
МН ИХ, ЩЕ. 
5.4.8.У. Пусть группа @ задана порождающим множест- 
вом {x, y} и p множеством соотношений 


N EE 
=y, xy? =y’. 
Выяснить, какие из следующих элементов @ равны и какие 
различны: 


Е УЕ, Е Е уу 
tt о ВР ух 
Примечание. Результат сопоставить с результатом за- 
дачи 5.4.7. 


5.4.9. Пусть группа @=[К], где К — конечное множество, 
и множество всех соотношений вида 


x =e, (syf =e (мхлуЕК) 


является определяющим для группы G. Доказать, что группа G 
конечна, и найти ее порядок. 

5.4.10.У. Пусть группа @ задана порождающим множест- 
BOM | y} и определяющим множеством соотношений ху = 
ин. 

1) Доказать, что всякий элемент @ можно записать 
в виде х’у”, где e= 0, 1; т — любое целое число. 

2) Найти, когда элементы х*!ут1, хе утз (в, ва = 0, 1; 
Mı По — целые) равны и когда один из них является обрат- 
ным для другого. 

5.4.11. Доказать, что группа @==[а, b] с определяющим 
множеством соотношений 


фене а, а ба 


является циклической группой третьего порядка. 
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5.4.12. Пусть группа G задана порождающим множеством 
К и определяющей совокупностью соотношений Ф и пусть 
У= 1... мт, где ус О, хь хь ..., ХЕ К. Доказать, 
что K'= KU {y} является порождающим множеством Си 
что множество соотношений, состоящее из соотношений Ф и 
соотношения y= X X o. хим, является определяющим MHO- 
жеством соотношений группы @ относительно и 
множества К”. 

5.4.13.Т. Пусть группа @ задана порождающим множест- 
вом К и определяющей совокупностью соотношений Ф, KOTO- 


(2A [12 Q 
рая содержит соотношение вида Y = X 1L e хит ука 


o Xm ЕК; 4, ..., ат — целые числа). Пусть Ф’ — множе- 
ство соотношений, полученных подстановкой во все соотно- 
шения из Ф вместо у слова х\1х.?... хит. Доказать, что 


множество К” = KN {у} орбЕе Foniy а и что Ф’ является 
определяющим множеством соотношений группы @ относи- 
тельно порождающего множества К”. 

5.4.14.У. Выяснить, сколько элементов конечного порядка 
и сколько элементов бесконечного порядка имеет группа, 
заданная порождающим множеством {х, у} и определяющей 
совокупностью соотношений, состоящей из одного соотно- 
шения 

(xy =e (k натуральное). 


5.4.15.У. Найти все элементы конечного порядка в группе, 
заданной порождающим множеством {х1, Хе, ..., Xn} и опре- 
деляющей совокупностью соотношений 


EZET ооо Ух 
5.4.16.У. Пусть @ =[х, у, Yy Уз] и следующая совокуп- 
ность соотношений: 
х Эн х уху: == ХЗ, 
№ — yi — уз ==уз==е, MY = YY УУзуз=е 
является определяющей совокупностью соотношений группы @.. 
Доказать, что группа С, изоморфна группе Q, заданной по- 


рождающим множеством {а, Ви, ba} и определяющим множе- 
ством соотношений 


аз —= 61 = ==е, (5.6) =е, Ба=ав, в.а = ав, 
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5.4.17. Пусть группа С задана порождающим множест- 
вом А и определяющей совокупностью соотношений, состоя- 
щей из одного соотношения вида 


^^ ое Xn = n41% п 9 e.. X m 


где Xi Xo ..., Xm — различные элементы из К. Доказать, что 
G— свободная группа. 

5.4.18.У. Пусть дана группа @==[а, b], для которой co- 
вокупность соотношений а? == b? == (ab) — является опреде- 
ляющей. Найти: 

1) число порождающих множеств Q, состоящих каждое 
из двух элементов; 

2) центр группы Q; 

3) группу автоморфизмов QG. 

5.4.19. Пусть @ — коммутативная группа восьмого порядка. 
Доказать, что если @ — нециклическая группа, то или G обла- 
дает порождающим множеством из двух элементов а, b, 
относительно которого выполняются соотношения а“ == b? = e, 
или С обладает порождающим множеством из трех элемен- 
тов а, b, с, относительно которого выполняются соотношения 
а? — b? = c? ==е. 

5.4.20.У. Найти количество неизоморфных коммутативных 
групп восьмого порядка. 

5.4.21. Пусть @— некоммутативная группа восьмого 
порядка. Доказать, что: 

1) G не содержит элементов восьмого порядка; 

2) G содержит элемент четвертого порядка; 

3) если bÆ [а], где а — элемент четвертого порядка, то 
выполняется равенство раб == а; 

4) если bÆ [а], где а — элемент четвертого порядка и 
йе, то b=. 

5.4.22.У. Пусть @р— некоммутативная группа восьмого 
порядка. Доказать, что Q изоморфна группе кватернионов 
или  изоморфна группе [(1234), (13)] (см. 2.6.39). 

5.4.23.У. Сколько существует неизоморфных групп вось- 
мого порядка? 

5.4.24.У. Пусть р, q (p< 9) — натуральные простые числа 
и О — нециклическая группа порядка pq. Доказать, что: 

1) С обладает единственной подгруппой порядка 4, KOTO- 
рая является нормальным делителем группы Q; 

2) G обладает q подгруппами порядка р. 
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5.4.25.У. Пусть @ — группа, определенная в предыдущей 
задаче. Доказать, что найдутся а, b Е G такие, что G= [a, b] 
и в С справедливы соотношения 


а? =e, 69 —е, а фа =b", 


где г=Е1 (то 4), ГРЕЕТ (mod q). 
5.4.26.У. Доказать, что каждая нециклическая группа по- 
рядка pq, где р, q — различные простые числа и p< 4, изо- 


морфна некоторой группе G?? из задачи 5.2.29. 

5.4.27.У. Пусть р, 9 — неравные простые натуральные 
числа. Доказать, что существует не более двух неизоморфных 
групп порядка ра. Описать их строение. 

5.4.28.У. Сколько существует неизоморфных групп поряд- 
ков 14, 15? 

5.4.29.У. Найти число с(п) не изоморфных между собою 
групп порядка n для n< 10. 


$ 5. Свободные произведения групп 


Группа G называется свободным произведением своих подгрупп 
Guo Ggs ..., Ge, ... (ECT, мощность Г не меньше 2), если: 
1) ни одна из Gg не является единичной подгруппой; 
2) для всяких а, ВС T (78) имеет место Ga [|] Gg = e; 
3) множество С’ =y С; является порождающим множеством 
ЕР 


группы С; 

4) совокупность соотношений, состоящая из всех соотношений 
между элементами из Gy, всех соотношений между элементами из 
С и т. д, является определяющей совокупностью соотношений 
группы С относительно порождающего множества G. 

Представление группы G в виде свободного произведения под- 
групп Ga Gg, ... Ge, ... (EC T) называется разложением группы G 
в свободное произведение и записывается в виде 


G= [[ @ь или GGG t ... СЕ»... 
EET 
Существует и другое, более часто употребляемое эквивалентное 
определение свободного произведения подгрупп (см. 5.5.10, 5.5.11). 


5.5.1. Группа G задана порождающим множеством {а, а», 
аз’ а! и определяющим множеством соотношений Qi = e, 
aš =e, a; =e, а; =e. Разложима ли группа @ в свободное 
произведение? 

. 5.5.2. Какие свободные группы. разложимы в свободное 
произведение? 
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5.5.3. Пусть @ — свободное произведение подгрупн Ди B, 
каждая из которых является“ свободной группой. Доказать, 
что  — свободная группа. 

5.5.4. Пусть группа Q задана порождающим множеством 
{ai а», аз! и определяющим множеством соотношений а] == Ay; 
аз = 6; пусть также 0; (1==1,..., 4) — подгруппы G такие, 
что G = [a, a], @ == [a], G = [a аз], G= [аз]. Какие из 
совокупностей подгрупп @; (==1, 2, 3, 4) образуют свобод- 
ное произведение QG. 

5.5.5. Группа @ задана порождающим множеством {4}, 
аз, аз! и определяющей совокупностью соотношений а! = e. Jo- 
казать, что @ есть свободное произведение циклической 
группы порядка 3 и двух бесконечных циклических групп. 

5.5.6. Существует ли абелева группа, разложимая в сво- 
бодное произведение своих подгрупп? 

5.5.7. Группа G есть свободное произведение подгруппы 
А==[а:, 45 аз] с множеством определяющих соотношений 
aa = а; а1==аз и подгруппы B= [b;, ba] с множеством 
определяющих соотношений 61 = 6.65. Доказать, что множе- 
ство М = {а1, 4», аз bi, bo} является порождающим множе- 
ством группы G, а совокупность аа == а, ai =a} bi = bibs 
является определяющей совокупностью соотношений группы G 
относительно порождающего множества М. 

5.5.8. Пусть GQ есть свободное произведение двух конеч- 
ных подгрупп. Может ли G быть конечной группой? 


5.5.9. Пусть gE? ‚ причем каждый неединичный эле- 
ЁЕГ 
мент а E (J G, имеет ИН порядок. Существуют ли 
EET 


B  неединичные элементы конечного порядка? 

5.5.10.Т. Пусть в группе @ существуют неединичные под- 
группы G,(« С- Г), удовлетворяющие следующему условию: 
каждый элемент gE G (g Æe) представим и притом единст- 
венным образом в виде 


&— 01а ... ав @а;526 а Е Gy, О r AS № 
где 0; Æ @;1 Доказать, что а=| а. 
a ET 
5.5.11.T. Пусть G= | |" G; тогда каждый элемент gE G 
«ег 


(g Æe) представим и притом единственным образом в 
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виде 

E= U ...а,; GÉ а; G, В а. 
где &; 52 &;.1. Доказать. 

5.5.12. Пусть ЗЫ G, и пусть в каждой подгруппе G, 
выбрана неединичная а G, Тогда подгруппа @ C G, 
порожденная всеми подгруппами С, будет свободным произ- 


ведением подгрупп О, (a €T). Доказать. 

5.5.13.T. Пусть G= G + Q и N — нормальный ‘делитель, 
порожденный подгруппой G, (см. гл. IV, § 3). Доказать, что 
G, изоморфна @/М. 

5.5.14. Пусть А, В, С — подгруппы группы Q, и пусть 
G= À x B, G= А* С. Всегда ли изоморфны подгруппы Ви С? 

5.5.15. Пусть группа Q является свободным произведением 
двух циклических подгрупп порядков ð и 7. Будет ли G ne- 

риодической группой (см. гл. I, § 6)? 
5.5.16. Пусть группа @ является свободным произведением 
конечного числа подгрупп, каждая из которых имеет конеч- 
ное порождающее множество. Доказать, что Q обладает KO- 
нечным порождающим множеством. 

5.5.17. Группу @ называют полной, если для всякого ее 
элемента а и всякого натурального числа п в группе G раз- 
решимо уравнение х”=—=а. Когда группа, раскладывающаяся 
в свободное произведение полных подгрупп, является полной 
группой? 

5.5.18. Чему равен центр свободного произведения групп? 

5.5.19. Пусть G= A+ B, и пусть а2е, бБлеиаЕА, 
b В. Может ли элемент ab принадлежать А? 

5.5.20.У. Пусть С есть совокупность всех частичных пре- 
образований А множества комплексных чисел К, определяемых 


формулой 


az --b 
aQ=2E EEK) 

(а, b, с, d — целые рациональные числа и ad — be = 1). До- 
казать, что относительно действия, определенного так же, 
как и в задаче 3.6.25, @ образует группу, которая расклады- 
вается в свободное произведение циклической группы порядка 2 
и циклической группы порядка 3. 

5.5.21. Пусть Q= Qı * ( и пусть @ и @ — собственные 
подгруппы группы С’ такие, что G; изоморфна Gu @ь изо- 
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морфна @ и @=[(, 05|. Существует ли гомоморфизм 
группы G на группу С’? 
5.5.22. Пусть G= G; + Q + Q}. Доказать, что 


G= Gi * (C + G3) == (Gi * Ga) * Qz. 


5.5.23. Пусть G— свободная нециклическая группа. До- 
казать, что существует бесконечно много разложений группы G 
в свободное произведение своих подгрупп. 

5.5.24.Т.У. Пусть дана произвольная совокупность нееди- 
ничных групп G, (£ €T) с числом групп, не меньшим двух. 
Доказать, что существует группа @ обладающая подгруп- 


пами G, (£ €T), изоморфными группам G, ЕСГ), и яв- 
ляющаяся их свободным произведением. 


$ 6. Прямые произведения групп 


Говорят, что группа @ является прямым произведением своих 
подгрупп Ga, С, ..., Ge, ... EE Г), если: 

1) для всяких а, BET («52 8) имеет место @,[] G; =e; 

2) множество G' = |) Gg является порождающим множеством 

СЕР 
группы С; 

3) для всяких ag EGg и a С, ($521; & С Г) имеет место 
аа, = a äg и совокупность этих соотношений совместно со всеми 
соотношениями из @„, всеми соотношениями из Gg и т. д. является 
определяющей совокупностью соотношений группы С относительно 
порождающего множества С“. 

Существуют и другие, более часто употребляемые эквивалент- 
ные определения прямого произведения (см. 5.6.13 и 5.6.14; 5.6.30). 
Представление группы G в виде прямого произведения подгрупп 
Gar Ggs ..., Ge, ... называется разложением группы G в прямое 
произведение и записывается в виде 


G= II Gy или G=G, X Gg X... X а: х... 
EET 


Подгруппа А группы @ называется прямым сомножителем 
группы G, если найдется такая подгруппа В Œ G, что @=Ах В. 
Группа называется разложимой, если найдется собственная под- 
‚ группа, являющаяся ее прямым сомножителем. 

Два разложения ` данной группы G в прямые произведения 
называются изоморфными, если между множителями этих разло- 
жений можно установить взаимно однозначное соответствие так, 
что соответствующие множители являются изоморфными группами. 

Пусть группа G есть прямое произведение своих подгрупп 
G: (СГ), и пусть некоторые из подгрупп Gg (€ Г; ГС-Г) pac- 
кладываются в прямое произведение своих подгрупп ОЕ = П Gen. 

nET: 
Тогда группа @ есть прямое произведение всех подгрупп Genl G Г’; 
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NETI) и С: (СГ; Е Е Г’) (см. 5.6.3). Разложение G в прямое npo- 
извецение всех подгрупп Се» (ЕС Г’, nE Гё) и G (ЕС Г; E¢T') назы- 
вается продолжением разложения G= ЦП G. 

EET 


5.6.1. Группа @ задана порождающим — множеством 
{а, а, ах, Q} и определяющим множеством соотношений, 
состоящим из соотношений aj = e, a} =e, a =e, &==е и 
всех соотношений вида аа, ==а,а; (i, j= 1, 2, 3, 4). Pas- 
ложить @ в прямое произведение циклических подгрупп. 

5.6.2. Пусть G= АХ B, где А имеет порождающее MHO- 
жество {а1, Qa}, определяющее множество соотношений а1 == аз, 
и пусть B= [b;,, bọ b| и имеет определяющее множество 
соотношений bi == bb. Доказать, что множество М == {a;, а», 
bı, ba b} является порождающим множеством группы @ и 
что совокупность соотношений а1 == Qy bi = bbz, abg == bza, 
ab, = bya, Ваз == аб, abi = Ва, abg = за, abi = biag 
является определяющей совокупностью соотношений группы 
G относительно множества M. 

5.6.3.Т. Пусть группа G есть прямое произведение своих 
подгрупп С, ($ © Г), и пусть некоторые из подгрупп G, (€ Г; 
ICT) раскладываются в прямое произведение G, = |] (., 

ТЕГ 
Доказать, что группа G есть прямое произведение всех под- 
групи G. СЕ Г; чЕГ,) и 0, (66 Г; EEr). 

5.6.4. Доказать, что группа Q не может одновременно 
раскладываться в прямое произведение циклических подгрупп 
и в свободное произведение циклических подгрупп. 

Примечание. Доказано, что группа не может раскла- 
дываться одновременно в прямое и свободное произведение 
никаких своих собственных подгрупп. 

5.6.5.У. Будут ли разложимы в прямое произведение своих 
подгрупп следующие группы: 

1) конечная группа простого порядка; 

2) циклическая группа бесконечного порядка; 

3) группа кватернионов (см. 2.6.39); 

4) конечная группа порядка 91; 

5) аддитивная группа рациональных чисел. 

5.6.6. Доказать, что мультипликативная группа всех отлич- 
ных от нуля действительных чисел разложима в прямое про- 
изведение мультипликативной группы положительных чисел 
и циклической группы порядка 2. 
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5.6.7. Пусть Gy и С. — конечные подгруппы группы Q, 
имеющие взаимно простые порядки, и пусть каждый элемент 
из Gy перестановочен с каждым элементом из Q} Доказать, 
что [G, G] = G - Qa. 

5.6.8. Пусть А — подгруппа симметрической группы $, по- 
рожденная подстановками а == (1234) (5678), b = (1537) В 
Разложима ли А в прямое произведение? 

5.6.9. Пусть Н — подгруппа симметрической группы S; 
порожденная элементами а=—=(12) (34), В==(13) (24) и 
с = (14) (23). Доказать, что H раскладывается в прямое 
произведение. Сколько существует неизоморфных разложений 
группы Н в прямое произведение своих подгрупп? 

5.6.10. Доказать, что: 

1) если группа С раскладывается в прямое произведение 
абелевых подгрупп, то С — абелева группа; 

2) если группа G раскладывается в прямое произведение 
полных подгрупп (см. 5.5.17), то @ — полная группа; 

3) если группа Q раскладывается в прямое произведение 
периодических подгрупп, то @ — периодическая группа (см. 
гл. I, 8 6). 

5.6.11. Доказать, что фактор-группа свободной группы 
по коммутанту есть или бесконечная циклическая группа, или 
прямое произведение бесконечных циклических групп. 

5.6.12. Доказать, что группа G порядка pq, где p u q — 
различные простые числа, разложима в прямое произведение 
тогда и только тогда, когда Q коммутативна. 

5.6.13.Т. Пусть о G, Доказать, что каждый эле- 

«ег 
мент gE G (g Æe) единственным образом с точностью до 
порядка сомножителей записывается в виде 


$ — 414% ... An а; É е; a; © Ч., (1—1, НЕЕ n), 


ГДе 0; Æ Qipi 

5.6.14.Т. Пусть G,(a € Г) — совокупность noarpynn 
группы @ причем элементы любых двух подгрупп GQ, и 
G, (а 8) перестановочны между собой, и пусть каждый 
элемент gE С (2-2 е) единственным образом с точностью до 
порядка сомножителей записывается в виде 


E= lIl ... а; a; е; СО. (ЕАН? 
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где &; Æ Oj для всех i= 1 2,....П— 2, n— 1. Доказать, 
что С раскладывается в прямое произведение своих подгрупп 
а, (a С Г). 

Примечание. Элемент g, из подгруппы G, входящий 
в разложение (+) элемента g (см. 5.6.13), называется KOM- 
понентой элемента g в прямом сомножителе G, относительно 
данного разложения. Если в указанном разложении нет мно- 
жителя, принадлежащего G, то компонентой элемента g 
в G, считается единица. Если а=ОЖ...Х Gu то всякий 
gC GQ может быть единственным образом представлен в виде 
=... Bi e. Zp DAE ©; — компонента g B G; В этом слу- 
чае наряду с разложением (=) рассматривают и указанное 
выше разложение, которое от разложения (+) может отли- 
чаться лишь присутствием дополнительных множителей, рав- 
ных e. 

5.6.15. Пусть D — аддитивная группа всех комплексных 
чисел. Существуют ли такие два прямых разложения 


р=АХЖХВ; О=дАХС 


и такой элемент d С D, что компонента элемента A в прямом 
сомножителе А относительно первого разложения отлична 
от компоненты {в А относительно второго разложения? 

5.6.16. Пусть группа @ раскладывается в прямое произ- 
`’ведение конечных подгрупп С, Gya, ..., Gp имеющих соот- 
ветственно порядки Mi, Mo ..., Mp Доказать, что @ — конеч- 
ная группа. Найти порядок группы G. 


5.6.17. Пусть gE G= Пс: о, — фиксированный элемент 
EET 
из Г, и пусть g, — компонента gE Q в прямом сомножителе 


С. Доказать, что отображение ф:% (2) =, есть гомомор- 
pasm группы G на подгруппу Gy 

Примечание. Это означает, что компонента произве- 
дения равна произведению компонент. 

5.6.18. Пусть группа G имеет только один нормальный 
делитель, отличный от самой группы и единичной подгруппы. 
Доказать, что G неразложима. 

5.6.19. Доказать, что центр прямого произведения равен 
прямому произведению центров сомножителей. 

5.6.20. Доказать, что коммутант прямого произведения 
равен прямому произведению коммутантов сомножителей. 
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5.6.21.Т. Если А — прямой множитель группы Q, то BCA- 
кий нормальный делитель А’ подгруппы А будет нормальным 
делителем и в группе G. Доказать. 

5.6.22. Пусть группа @ разложима в прямые произведения 


G=AXB, GQG=AXC. 


Доказать, что подгруппа С изоморфна B. 

5.6.23. Пусть @= АХ В и подгруппа F содержит пря- 
мой множитель А. Доказать, что Е = A X (Е AN В). 

5.6.24. Пусть О — мультипликативная группа всех квад- 
ратных действительных матриц порядка п с положительным. 
определителем. Обозначим через № совокупность всех MAT- 
puu из @ с определителем, равным l, и через М№, — COBO- 
купность всех матриц вида АЕ», где À — положительное число, 
Е„— единичная квадратная матрица порядка n. Доказать, что 
= Мм X №. 

5.6.25.Т. Доказать, что если все убывающие цепи нор- 
мальных делителей группы @ конечны, то группа G не может 
быть разложена в прямое произведение бесконечного числа 
подгрупп. 

5.6.26.Т.У. Пусть все убывающие цепи нормальных дели- 
телей группы G конечны. Доказать, что любое разложение 
группы @ может быть продолжено до разложения, все MHO- 
жители которого неразложимы в прямое произведение под- 


групп. 
5.6.27. Пусть группа @ разложима в прямое произведение 
подгрупп @=а Хх @хХ..., порядки которых являются 


простыми числами. Выяснить, когда @ обладает лишь един- 
ственным прямым разложением на неразложимые множители. 
5.6.28.Т.У. Пусть в группе @ все возрастающие цепи 
прямых сомножителей конечны. Доказать, что в G все убы- 
вающие цепи прямых сомножителей конечны. 
5.6.29.Т.У. Пусть множество @ есть декартово произве- 


nenne (см. гл. l, § 1) групп Qe, ..., Ge В множестве а 
определим умножение следующим образом: пусть 

81 = (dı, ...› ар air а: © Qi, 

2 == (61, а b;, aa ba), b; € Q;; 
тогда g-ga == (ibi, ..., Qibis ..., Anba), где a;b; — произве- 
дение элементов а; и b; в группе @; (=l, 2,..., п). 


Доказать, что относительно указанного выше действия множе- 
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ство С образует группу, которая раскладывается в прямое Mpo- 


изведение подгрупп @;, изоморфных группам С; соответственно. 

5.6.30. Пусть группа @ раскладывается в прямое произ- 
ведение п бесконечных циклических групп. Обозначим через 
H подгруппу всех элементов из G, представимых в виде 
x°’ (x € G). Доказать, что G/H — подгруппа порядка 2”, pac- 
кладывающаяся в прямое произведение M циклических под- 
групп порядка 2. 

5.6.31.Т.У. Пусть свободная группа G обладает свобод- 
ным порождающим множеством из и элементов. Доказать, 
что всякое другое свободное порождающее множество 
группы G содержит п элементов. — \ 

Примечание. B задаче 5.6.31 доказана единственность 
ранга свободной группы для конечного случая. Отсюда непо- 
средственно следует единственность ранга и в общем случае. 

5.6.32.У. Пусть @— декартово' произведение (гл. |1, $ 1) 
конечных групп @, С, ..., Ц, .... В множестве а ОЕ 
делим умножение следующим образом: пусть 


g; == (а, бр М 5 & = (в, Вх a 
тогда 


21 + Q == (4b, ПР. нь.) 


где a;b; — произведение элементов а; и b; в группе G;. 
Доказать, что относительно указанного действия множество 
С образует группу. Может ли @ быть разложена в прямое про- 
изведение подгрупп @; (=1, 2, ...), изоморфных группам G; 
Примечание. Результат сравнить с задачей 5.6.29. 
5.6.33.Т. Доказать, что группа G тогда и только тогда 
раскладывается в прямое произведение своих -подгрупп 


Qo ..., Op (ЕСГ), когда выполнены все три указанных 
ниже условия: 

1) подгруппы Gy ..., G., ... являются нормальными дели- 
телями Q; 

2) ие 


3) e каждой G (mer) с  ПОДЕБУННОЙ, порож- 
денной остальными G, EAN, есть единичная подгруппа. 


ГЛАВА VI 
АБЕЛЕВЫ ГРУППЫ 


$ 1. Простейшие свойства абелевых групп 


Настоящая глава посвящена коммутативным (абелевым) груп- 
пам. В дальнейшем на протяжении всей главы будут рассматри- 
ваться только абелевы группы, причем это обстоятельство иногда 
не будет специально оговариваться. 

В случае, когда абелева группа G задана порождающим MHO- 
жеством М и определяющей совокупностью соотношений, будем 
предполагать, что в число соотношений включаются все соотноше- 
ния вида ху = ух (x, y EM). 

Часто для абелевых групп употребляют аддитивную запись. 
В аддитивной записи вместо х-у пишут x-y, вместо X” пишут 
пх и единицу группы обозначают через 0. В настоящей главе для 
абелевых групп мы сохраним нашу обычную мультипликативную 
запись. 

Абелева группа называется периодической группой, если все 
ее элементы имеют конечный порядок (см. гл. П, $ 6); группой без 
кручения, если все ее элементы, кроме единицы, имеют бесконеч- 
ный порядок; смешанной, если группа содержит неединичные эле- 
менты конечного порядка и элементы бесконечного порялка. 

Если порядки элементов периодической группы G суть степени 
одного и того же простого числа р, т. e. @ является р-группой 
(см. гл. IV, $ 4), то G называют примарной группой относительно 
простого числа р. 

Совокупность F всех элементов конечного порядка группы G 
образует подгруппу, которую называют максимальной периодиче- 
ской подгруппой группы G или периодической частью группы G 
(см. 6.1.1). Совокупность всех элементов периодической группы G, 
порядки которых суть степени одного и того же простого числа р, 
образует подгруппу, которую называют примарной компонентой 
относительно простого числа р или р-компонентой группы G 


см. 6.1.7). 
Конечную совокупность. элементов gi, Zə, ..., Zk группы G 
будем называть линейно зависимой, если существуют такие целые 
числа Ni, По, ..., Пр, Не все равные нулю, для которых имеет место ` 
равенство 


Nih n 
Ega eee pR = E 
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Совокупность элементов, не обладающих этим свойством, назы- 
вается линейно независимой. В аддитивной записи указанное усло- 
BHE линейной зависимости будет иметь вид Ngina- ... + 
+ 7,2, = 0 и, следовательно, совпадает с обычным определением 
линейной зависимости. 

Бесконечная совокупность элементов группы С называется 
линейно независимой, если все ее конечные подмножества линейно 
независимы. В противном случае совокупность называется линейно 
зависимой. Говорят, что. элемент gE С линейно зависит от COBO- 
купности Е C G, если существуют такое натуральное число т и 


такие элементы #1, Zo, ..., kR СЁ, что g" Е 8, ее: ; 
Пусть группа С обладает конечной максимальной линейно 


независимой совокупностью. Тогда все максимальные линейно 
независимые совокупности соцержат одинаковое число элементов 
(см. 6.1.21). В этом случае число элементов в максимальной линейно 
независимой совокупности группы G называется рангом G. Если 
группа С не обладает максимальной линейно независимой COBO- 
купностью, содержащей конечное число элементов, то говорят, 
что группа @ имеет бесконечный ранг. Считается, что периодиче- 
ские группы имеют нулевой ранг. 


6.1.1.Т. Доказать, что периодическая часть группы G являет- 
ся вполне характеристической подгруппой G (см. гл. Ш, $ 4). 

_6.1.2. ПЛайти периодическую часть мультипликативной 
группы всех отличных от нуля комплексных чисел. 

6.1.3. Пусть 7 — периодическая часть группы аи H — 
подгруппа G, тогда НГ) Т — периодическая часть группы H. 
Доказать. 

6.1.4. Доказать, что аддитивная группа комплексных 
чисел есть прямое произведение двух аддитивных групп, 
изоморфных аддитивной группе вещественных чисел. 

6.1.5. Доказать, что всякая совокупность элементов 
группы G, содержащая элемент конечного порядка, линейно 
зависима. 

6.1.6. Доказать, что совокупность элементов Vi, %.,..., Up 
группы @ будет линейно зависима тогда и только тогда, 
когда один из элементов V; линейно зависит от остальных 
элементов. 

6.1.7 Доказать, что всякая примарная компонента группы 
С образует вполне характеристическую подгруппу @ (см. 
гл. Ш, $ 4). 

6.1.8. Пусть T— примарная компонента группы G OTHO- 
сительно простого числа р, и пусть Н — подгруппа G. Moka- 
зать, что H()\ T— примарная компонента группы H отно- 
сительно простого числа р. | 


6 Е. С. Ляпин и др. 
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6.1.9.Т.У. Всякая периодическая группа может быть раз- 
ложена в прямое произведение примарных групп, относя- 
щихся к различным простым числам. Доказать. 

6.1.10.Т. Доказать, что периодическая группа может быть 
лишь единственным образом разложена в прямое произведе- 
ние примарных подгрупп, относящихся к различным простым 
числам. | 

6.1.11. Доказать, что аддитивная группа всех рациональ- 
ных чисел есть группа без кручения и, далее, что она может 
быть представлена в виде объединения возрастающей после- 
довательности циклических подгрупп. 

6.1.12. Изоморфны ли группы рациональных чисел по 
сложению и положительных рациональных чисел по умно- 
жению? 

6.1.13. Пусть Ни K — подгруппы а и НС К, причем 
индекс Н в группе К конечен. Доказать, что ‘индекс под- 
‚ группы |H, а] в группе [К, а] конечен и является делителем 
индекса H в группе К (a& 0). 

6.1.14. Пусть @ — примарная группа относительно про- 
стого числа р и А — натуральное число такое, что (k, р) == 1. 
Всегда ли в группе G разрешимо уравнение xë = а (Е а)? 
Сколько оно имеет решений? 

6.1.15. Доказать, что совокупность всех п-х степеней 
элементов из группы G является вполне характеристической 
подгруппой (см. гл. Ш, $ 4). | 

6.1.16. Найти все абелевы группы, которые не имеют 
собственных гомоморфизмов, т. €. гомоморфизмов, отличных 
от изоморфизма и гомоморфизма на единичную группу. 

6.1.17. Пусть группа G раскладывается в прямое произ- 
ведение циклических групп. Существует ли элемент QEG, 
отличный от единицы, для которого уравнение х”==а раз- 
решимо при любом натуральном и? ^ 

6.1.18. Доказать, что прямое произведение любого мно- 
жества групп, примарных относительно одного и того же 
простого числа р, есть группа, примарная относительно р. 

6.1.19. Пусть группа @ раскладывается в прямое произ- 
ведение конечных циклических групп порядка 9 и 3 и четы- 
рех бесконечных циклических групп. 

Определить: 

1) периодическую часть Q; 

2) число периодических подгрупп; 
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3) фактор-группу G по периодической части; 

4) гомоморфный образ G при гомоморфизме $, ядром 
которого является циклическая подгруппа порядка ð. 

6.1.20. Доказать, что всякая конечно порожденная абелева 
группа G (см. гл. П, $ 6), не являющаяся периодической, об- 
ладает конечной максимальной линейно независимой совокуп- 
ностью. 

6.1.21. Пусть А и В — две максимальные конечные JIH- 
нейно независимые совокупности группы @. Тогда А и В 
содержат одинаковое число элементов. Доказать. 

6.1.22. Пусть О — абелева группа, T — ее периодическая. 
часть. Доказать, что ранг @ равен рангу G/T. 

6.1.23. Доказать, что ранг абелевой группы Q является 
ее инвариантом относительно изоморфизма (т. е. не изме- 
няется при любых изоморфизмах группы G). 

6.1.24.Т. Пусть G раскладывается в прямое произведение 
конечного числа циклических групп. Доказать, что число бес- 
конечных циклических сомножителей не зависит от выбора 
разложения группы QG. 

6.1.25. Пусть С — абелева группа, примарная относи- 
тельно простого числа р. Доказать, что совокупность всех 
элементов Q, имеющих порядок, меньший или равный р, об- 
разует характеристическую подгруппу (см. гл. IV, § 8). 

Примечание. Указанная в задаче подгруппа называется 
нижним слоем группы Q. 

6.1.26. Пусть абелева группа QG, примарная относительно 
простого числа р, раскладывается в прямое произведение 
циклических групп. Для каждого натурального и обозначим 
через А(”) произведение всех прямых сомножителей, порядки 
которых равны р” (если таковых нет, то положим A™ = e). 
Через В”) обозначим прямое произведение нижних слоев 
А”), An+D, ... групп А“), А, .., соответственно. Дока- 
зать, что: 

1) А® изоморфна В®/В®-+ D; 

2) В) содержит те и только те элементы а из нижнего 


n— 1 
слоя, Для которых уравнение IP == 4a разрешимо, 


3) подгруппы А“”) и В” не зависят от разложения G 
в прямое произведение. 

6.1.27.Т.У. Пусть @— примарная группа, разложимая 
в прямое произведение циклических. Доказать, что любые 


6* 
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два разложения G в прямое произведение циклических групп 
изоморфны. 

6.1.28.Т.У. Пусть @ — конечная или счетная группа, раз- 
ложимая в прямое произведение циклических групп. Тогда 
любые два разложения G с циклическими сомножителями, 
бесконечными или примарными конечными, изоморфны. Jlo- 
казать. 

Примечание. Предположение счетности на самом деле 
может быть отброшено. 


$ 2. Конечные абелевы группы 


Пусть О — конечная абелева группа. Как мы увидим, G pac- 
кладывается в прямое произведение циклических примарных под- 
групп, при этом всякие два разложения группы @ в прямое про- 
изведение примарных циклических групп изоморфны (см. 6.2.7 и 
6.2.9). Пусть в разложении группы G в прямое произведение при- 
марных циклических групп входят примарные группы, относящиеся 
к простым числам Pi, Pos ..., Pk Пусть число примарных сомно- 
жителей, относящихся к простому числу р; (i= 1, 2,... , k), равно 
li, и пусть порядки сомножителей равны | 


а. 
O. Q il; 
11 12 l 
Pi ? Pi +. Pi И 


где а; = Qia >=... 2 Cilj. Числа рит А Ч в 
..., (1) называются инвариантами группы G. Задание всех инва- 
риантов G определяет группу @ с точностью до изоморфизма. 
Конечные группы, имеющие разные инварианты, неизоморфны 
(см. 6.2.8 и 6.2.9). Набор всех инвариантов конечной группы G 
иногда будем выписывать в виде таблицы, у которой в каждой 
строке в порядке убывания стоят инварианты, относящиеся к од- 
ному простому числу. В некоторых случаях будем дополнять 
строчки символом р? = 1. Например, если конечная группа раскла- 


дывается в прямое произведение четырех циклических групи, имею- 
щих порядки 2°, 2°, 25, 28, и трех циклических групп с поряд- 
ками 3, 33, 3*, то инварианты можно записывать в вйде следующей 


таблицы: 
9. 
О N 
33 3-3. 
Следует обратить внимание на то, что в наборе инвариантов 


одно H TO же число может встречаться несколько раз, т. €. набор HH- 
вариантов представляет собой не множество, а семейство (см. гл.1, $ 1). 


6.2.1. Пусть H — подгруппа конечной абелевой группы G; 
пусть индекс Н в группе @ равен А и пусть M — подгруппа 
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G порядка р’, где р — простое число и (k, р) =1. Локазать, 
что ГСН. 

6.2.2. Найти все примарные компоненты конечных групп 
порядков 1) 21; 2) 30; 3) 462; 4) 101. 

6.2.3. Для конечной группы порядка 35 определить: 

1) число подгрупп; 

2) число собственных подгрупп; 
| 3) число собственных  характеристических подгрупп 

(гл. ГУ, $ 8); 

4) число собственных вполне характеристических NON- 
групп (гл. ПЬ $ 4). 

6.2.4. Найти разложение группы порядка 30030 в прямое 
произведение циклических групп. 

6.2.5. Пусть О — конечная абелева группа, примарная oT- 
носительно простого числа р; пусть а — элемент максималь- 
ного порядка р”. Обозначим через H максимальную под- 
группу G, для которой Н [(`\[а|=е. Пусть x Æ [Н, а}, но 
x" C Н, а]. Доказать, что найдется целое число k ты 
что ха” CH. 

6.2.6.У. Если в конечной абелевой группе, примарной от- 
носительно простого числа р, элемент а есть элемент мак- 
симального порядка р”, то подгруппа [а] есть прямой co- 
множитель. Доказать. 

6.2.7.Т.У. Доказать, что всякая конечная абелева группа 
разлагается в прямое о примарных циклических 
групп. 

6.2.8.Т. Если конечные группы имеют одинаковые наборы 
инвариантов, то они’ изоморфны. Доказать. 

6.2.9.Т.У. Доказать, что конечные группы, имеющие раз- 
ные наборы инвариантов, неизоморфны. 

6.2.10. Для следующих конечных групп, заданных порож- 
дающим множеством и определяющей совокупностью соот- 
ношений, найти их инварианты: 


1) {аь Q}, а =e, — @==е; 

2) fa, az}, 4-й; AoE 

3) {ал Qa a3}, ЯР aae 2 

4) {аъ а ба: ме, “бе = аа = За 
5) fan а» az}, а =e, Q =e, аз==е. 
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6.2.11. Пусть р — простое число. Когда конечная группа 
G имеет собственные гомоморфизмы (см. 6.1.16) только на 
группы, примарные относительно простого числа р? 

6.2.12.Т. Пусть конечная примарная относительно простого 


k 
числа p абелева группа Q имеет инварианты p", JE ‚р 
и H — подгруппа G. Доказать, что если H имеет инварианты 
AE l ; 
p 1, р 2, e. o oè р p 5, TO ki 2 Й ЕЕ 1, 2: эзе 9 $). 


6.2.13.Т.У. Пусть конечная абелева группа @ имеет ин- 
варианты 


а 

р 11, 3 рт, 
а, а. 

р: 11, А рит; 
a а 

P ее рут 


и пусть H — подгруппа G, имеющая инварианты 


pu, ee pim; 
B; TRS 
Pitt Era Pi"; 
B в 
p“, Е рат. 
Доказать, что для каждых i= l, 2, ты И В E E 
В = tij 


6.2.14. Найти инварианты конечной абелевой группы С, 
у которой каждая собственная подгруппа характеристическая. 

6.2.15. Найти инварианты конечной абелевой группы С, 
у которой каждая подгруппа вполне характеристическая. 

6.2.16. Найти все конечные абелевы группы, которые 
имеют собственные гомоморфизмы (см. 6.1.16) только на цик- 
лические группы. 

6.2.17. Какие конечные группы не имеют собственных 
эндоморфизмов, т. €. эндоморфизмов, отличных от автомор- 
физма и единичного гомоморфизма? 

6.2.18. Существуют ли в конечной группе G элементы а, 
отличные от единицы, для которых уравнение х” = а разре- 
IAMO для каждого натурального и? 
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6.2.19. Примарная группа задана инвариантами р”, př, p°. 
Сколько элементов порядка р она содержит? 

6.2.20. Конечная группа G задана своими инвариантами: 
в 0:5. 

Определить: 

1) порядок Q; 

2) существуют ли в G подгруппы порядков 31, 25, 10, 
40, 27, 120; 

3) инварианты подгрупп двадцатого порядка. 

6.2.21. Конечная группа G задана своими инвариантами: 


ас Ве 
а группа С’ — своими инвариантами: 
о ое я A 


Существует ли неединичный гомоморфизм @ в группу Q’? 
6.2.22. Конечная группа G задана своими инвариантами 
3; 7. Сколько нетождественных автоморфизмов существует 
у этой группы? 
6.2:23. Доказать, что если подмножество $ конечной абе- 
левой группы С@ содержит все элементы максимальных IMO- 
рядков, то [S] =G. ' 


$ 3. Конечно порожденные абелевы группы 


Произвольная конечно порожденная абелева группа расклады- 
вается в прямое произведение примарных конечных и бесконечных 
циклических групп, причем число бесконечных циклических CO- 
множителей конечно и равно рангу группы (см. 6.3.4 и 6.3.19). Ко- 
нечно порожденная группа G имеет конечную периодическую часть 
и вполне определяется набором инвариантов периодической части 
и своим рангом (см. 6.3.5 и 6.3.6). Набор инвариантов периодичес- 
кой части и ранг составляют полную систему инвариантов конечно 
порожденной группы в том смысле, что их задание определяет 
группу с точностью до изоморфизма. 


6.3.1.Т.У. Доказать, что в конечно порожденной группе 
С не существует бесконечного числа различных подгрупп 
Hra t 2...) тажках,; что 


С he ва HiQ o aae 


6.3.2.У. Пусть дана абелева группа A = [@;, .. apl, и 
пусть и, п»... ‚ Ng — произвольные целые числа, наиболь- 


168 АБЕЛЕВЫ ГРУППЫ [ГЛ. VI 


ший общий делитель которых равен единице. Обозначим че- 
рез b, произведение а,1.а,?.... ‘ай. Доказать, что Hat- 


дутся такие р», bp ..., bp что А=[В, ... , 6]. 

6 3.3. Доказать, что периодическая часть конечно порож- 
денной абелевой группы есть конечная группа. 

6.3.4.Т.У. Доказать, что конечно порожденная абелева 
группа G представляет собой прямое произведение конечного 
числа циклических групп, бесконечных или конечных при- 
марных. 

6.3.5.Т. Доказать, что если конечно порожденные абе- 
левы группы имеют одинаковые ранги и одинаковые наборы 
инвариантов периодических частей, то они изоморфны. 

6.3.6.Т. Если конечно порожденные абелевы группы G M 
С имеют или разные ранги, или разные наборы инвариан- 
тов периодических частей, то G n Q неизоморфны. Доказать. 

Примечание. Сравнить результат этой задачи с ре- 
зультатами задач 6.3.4 и 6.3.5. 

6.3.7.Т.У. Пусть конечно порожденная группа Q имеет 
ранг Г, и набор инвариантов периодической части 


[1 a 
pit, ... › pii; 
Cii tim 
Pi +. Pi ; 
(sA [#2 
ры, м pu” 


и пусть Н — подгруппа Q, имеющая ранг г, и набор инва- 
риантов периодической части 


ран, o.» pim; 


В; Pim 
P; ЕЕ рт, 


. * . e . . к 


р.) ри. 
Доказать, что hfg и для каждых [==1,..., А; ] = 
в > 
aiy = Pije 


`6.3.8.У. Группы заданы порождающим множеством и опре- 
деляющей совокупностью соотношений. Найти ранг и набор 
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инвариантов: 
1) A=[a, а} ai =e; 
2) A= |à, аз} ai = h; 
3) А=[а,, а, аз|, и: а. =: 
4) A= [a;, %l, i ==, ala, = €; 
5) A= [ù, аз, аз| ааа =, aadA = е; 
6) A= [ü а», аз|, ataa ==е, а‘а13а8 == е; 
1) А|[а,, а», аз] aia = е; 
8) Adin аь, iab Aaa ==е, а 
Эа. Е са 6 а = 


Примечание. Из задачи видно, что изоморфные группы 
могут иметь разные порождающие множества и определяю- 
щие соотношения. 

6.3.9. Пусть дана группа G с порождающими Qi, а», Qg 
заданная соотношением а!’ =e. Найти: 

1) ранг Q; 

2) периодическую часть Q; 

3) фактор-группу по периодической части; 

4) число периодических подгрупп; 

5) все примарные компоненты периодической части. 

6.3.10. Дана конечно порожденная группа G ранга 1 с набо- 
ром инвариантов периодической части 5°, 5; 3. Определить: 

1) существует ли гомоморфизм G на циклическую группу 
порядка 25; 

2) существует ли гомоморфизм G на конечную группу С’, 
заданную инвариантами 3; 5; 

3) существует ли гомоморфизм G на группу без круче- 
ния, являющуюся прямым произведением трех бесконечных 
циклических групп; 

4) существует ли .неединичный гомоморфизм @ в KOHEN- 
ную группу С’, заданную инвариантами 23, 2, 2; 7% 7, 7% 
фе IR FL | 

6.3.11. Группа GQ задана порождающим множеством 
‘ал, Qo аз} и определяющим соотношением а, == аз. Сущест- 
вуют ли в Q неединичные элементы конечного порядка? 

6.3.12. Группа @ задана порождающим множеством 
fai, а», аз! и соотношениями а1==е, аз==е. Найти инвари- 
анты подгруппы, порожденной элементами аз и Q4 
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6.3.13. Конечно порожденная группа @ имеет ранг 2 n 
набор инвариантов 23, 7. Доказать, что существуют такие 
а, аз, аз, а, © G, что G= [a а», аз, а | и совокупность 
соотношений Qj = e, Q} == e является определяющей относи- 
тельно порождающего множества {а1, @, аз, Q4}. 

6.3.14. Конечно порожденная группа С имеет‘ ранг Зи 
набор инвариантов периодической части 5, 5%; 73. Определить: 

1) число периодических неединичных характеристических 
подгрупп; 

2) число вполне характеристических периодических не- 
единичных подгрупп; 

3) существуют ли вполне характеристические подгруппы Q, 
являющиеся группами без кручения. 

6.3.15. Пусть группа G задана порождающим множест- 
вом {а аз} и определяющей совокупностью соотношений 
а? = e. Сколько автоморфизмов существует у группы G? 

6.3.16. Группа задана порождающим множеством {а1, аз! 
и определяющими соотношениями а1а==е, аа‘ =e. Какой 
порядок имеет подгруппа, порожденная элементом атаз? 

6.3.17. Пусть конечно порожденная группа G имеет ранг 5 
и набор инвариантов 3», 3; 53, 5. Определить: 

1) существуют ли в Q собственные подгруппы, изоморф-. 
ные Q; 

2) существует ли эндоморфизм @ на себя, не являю- 
щийся автоморфизмом. 

6.3.18. Доказать, что множество всех неизоморфных ко- 
нечно порожденных абелевых групп счетно. 


$ 4. Бесконечные абелевы группы 


Абелева группа С называется полной, если для всякого эле- 
мента а С Си всякого натурального числа п уравнение х”—а 
имеет в С хотя бы одно решение (см. 5.5.17). Класс полных абе- 
левых групп полностью описан. Важность этого класса объяс- 
няется тем, что произвольная абелева группа изоморфна некото- 
рой подгруппе полной группы (см. 6.4.25). 

Подгруппа С группы G называется сервантной, если для J0- 
бого элемента с С С и любого натурального числа n из разреши- 
мости в группе С уравнения хп = с следует его разрешимость уже 
в подгруппе С. 

Пусть а — элемент группы G, примарной относительно про- 
стого числа р. Натуральное число Ё называется высотой элемента а 


k 
в группе G, если уравнение x? ==а разрешимо B G, а уравнение 
k 


kti 
а уже не разрешимо в G. Если уравнение x? =a 
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разрешимо в G для каждого натурального А, то говорят, что а имеет 

бесконечную высоту в G. Пусть a € @— элемент бесконечного 

порядка, и пусть Pi, Paos ... , Pm ... — Последовательность всех про- 

стых чисел, перенумерованных в порядке возрастания. Поставим 

в соответствие элементу а символ (а, Ag, ..., Am ...), в котором 

p 
an = 0, если уравнение х ”= a не имеет ох Е —ь 
p 

если B G может быть решено уравнение x "=а, но уравнение 
pk+! i 
p 


x Pn = 4 не разрешимо в G; an =, если все уравнения x ” =а 


разрешимы. в G (=R 2 ..). Самвол ($... 9 2. } o RaSh 
вается характеристикой элемента а. 

Характеристика 4 = (а, ... , An, ... ) называется эквивалентной 
характеристике Br ey p e вай нев, Для ВСЕЙ, 
кроме, может быть, конечного числа, притом таких, что и an и Ви 
отличны от со. Все характеристики распадаются на непересекаю- 
щиеся классы эквивалентных характеристик (см. 6.4.29). Эти классы 
называются типами. Говорят, что тип а’ не превосходит В’ (а' < В’), 
если существует характеристика a типа а’ и характеристика В типа 
8’ такие, что а, < Ви для всех п. При этом со считается больше 
любого числа. 


6.4.1. Доказать, что если в непериодической группе G 
все элементы бесконечного порядка вместе с единицей обра- 
зуют подгруппу, то @— группа без кручения. 

6.4.2.Т. Доказать, что фактор-группа абелевой группы по 
периодической части есть группа без кручения. 

6.4.3. Пусть группа G содержит элементы порядков ри, 
ро, ... > Pma где р; (= 1, ... , п) — взаимно простые числа. 
Доказать, что @ содержит элемент порядка рр»... ри. 

6.4.4.Т.У. Всякая подгруппа А и фактор-группа GJA 
группы С конечного ранга сами имеют конечный ранг, при- 
чем сумма рангов А и G/A равна рангу G. Доказать. 

6.4.5. Доказать, что ранг прямого произведения конеч- 
ного числа групп конечного ранга равен сумме рангов со- 
множителей. 

6.4.6. Пусть р — простое число, и пусть @’— аддитивная 
группа всех рациональных чисел, у которых знаменатели суть 
степени числа р. Обозначим через G” подгруппу С’, состоя- 
‚щую из всех целых чисел. Доказать, что группа G= @’/" 
есть бесконечная периодическая группа. 

Примечание. Группу @ называют обычно группой 
типа p? 

6.4.7. Доказать, что группа типа р® может быть задана 
порождающим множеством {а1, Qy ..., Qm ...} и определяю- 
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щей совокупностью соотношений af =e, а, =â, (n=l, 


2, cep 
6.4.8. Имеет ли группа типа p% бесконечные собственные 
подгруппы? 


6.4.9. Имеет ли группа G типа р® собственные гомомор- 
физмы (см. 6.1.16) на группы, не изоморфные Q? 

6.4.10. Существует ли смешанная группа G, у которой 
все неединичные гомоморфные образы изоморфны Q? 

6.4.11. Будут ли полными группами следующие группы: 

1) группа типа рс°; 2) аддитивная группа рациональных YH- 
сел; 3) мультипликативная группа отличных от нуля комплекс- 
ных чисел; 4) мультипликативная группа всех корней всех 
степеней из l; 95) прямое произведение циклических групп? 

6.4.12. Доказать, что если для всех простых чисел р 
совокупность р-х степеней всех элементов из группы G 
совпадает с G, то G является полной группой. 

6.4.13. Пусть в группе Q, примарной относительно про- 
стого числа р, каждый элемент порядка р имеет в G беско- 
нечную высоту. Доказать, что @ — полная группа. 

6.4.14. Может ли полная группа иметь неединичные TOMO- 
морфизмы на конечные группы? 

6.4.15. Доказать, что в группе А без кручения урав- 
нение x” a (a СА) не может иметь более одного решения. 

6.4.16. Всегда ли являются сервантными подгруппами G 
следующие подгруппы: 

1) сама группа С; 

2) периодическая часть Q; 

3) прямой сомножитель G. 

6.4.17.Т. Доказать, что подгруппа С примарной относи- 
тельно простого числа р группы Q тогда и только тогда 
сервантна в Q, когда каждый элемент из С имеет в С такую _ 
же высоту, как и во всей группе Q. 

6.4.18. Доказать, что полная группа С является сервант- 
ной в любой группе G, содержащей С в качестве подгруппы. 

6.4.19. Доказать, что неединичная сервантная подгруппа 
полной группы не может быть конечной группой. 

6.4.20.У. Доказать, что пересечение любого множества 
сервантных подгрупп группы без кручения является сервант- 
ной подгруппой. ` 

6.4.21.Т.У. Пусть С — пересечение всех сервантных NON- 
групп группы G, содержащих множество Мс- G. Доказать, 
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что С состоит из всех элементов, линейно зависящих от эле- 
ментов из М. . 

6.4.22. Доказать, что подгруппа С группы без кручения G 
сервантна тогда и только тогда, когда @/С является группой 
без кручения. 

6.4.23. Доказать, что бесконечная циклическая группа 
изоморфна подгруппе некоторой полной группы. 

6.4.24.Т. Доказать, что произвольная группа изоморфна 
фактор-группе прямого произведения бесконечных цикличе- 
ских групп. 

6.4.25.Т.У. Доказать, что произвольная группа изоморфна 
подгруппе некоторой полной группы. 

6.4.26.У. Доказать, что произвольная группа без круче- 
ния ранга 1 изоморфна подгруппе группы всех рациональных 
чисел по сложению. 

6.4.27. Пусть m — целое число, отличное от нуля. Найти 
характеристику т: 1) в группе всех рациональных чисел по 
сложению; 2) в группе всех целых чисел по сложению; 
3) в группе по сложению всех дробей, знаменатели которых 
равны степеням числа два. 

6.4.28. Доказать, что отношение, введенное в множестве 
характеристик во введении к настоящему параграфу, удов- 
летворяет определению эквивалентности, данному в § 3 гл. I 

6.4.29. Доказать, что отношение =, введенное в множестве 
типов, есть отношение упорядоченности. 

6.4.30. Доказать, что в группе без кручения ранга 1 xa- 
рактеристики всех неединичных элементов эквивалентны между 
собой. 

Примечание. Класс, к которому принадлежат все эле- 
менты группы без кручения ранга 1, называется MUNOM группы. 

6.4.31.Т. Пусть Gy и О, — группы без кручения ранга 1. 
Для того чтобы @ была изоморфна некоторой подгруппе 
группы G», необходимо и достаточно, чтобы тип G, был 
меньше или равен типу группы Gy. Доказать. 

6.4.32.Т. Пусть С и О — группы без кручения ранга 1. 
Для того чтобы группа С была изоморфна группе С, He- 
обходимо и достаточно, чтобы тип группы Gy был равен типу 
группы (5. Доказать. 


ГЛАВА VII 
ПРЕДСТАВЛЕНИЯ ГРУПП 


$ 1. Представления общего типа 


Пусть П — некоторый класс мультипликативных множеств 
(см. $ 3 гл. l). Всякий гомоморфизм ‹ мультипликативного MHO- 
жества А в некоторое мультипликативное множество, принадле- 
жащее классу П, называется представлением А в классе П, а мно- 
жество (A) — образом представления. Если класс П состоит из 
одного мультипликативного множества А, то говорят о представ- 
лении в этом множестве А вместо того, чтобы сказать «представ- 
ление в классе, состоящем из одного мультипликативного мно- 
жества А». Если этот гомоморфизм является изоморфизмом, то 
говорят 0б изоморфном или точном представлении. Представ- 
ление в классе полугрупп преобразований называют представ- 
лением преобразованиями (подстановками). 

Пусть х, — представление мультипликативного множества М 
преобразованиями множества Q; и $ — представление множества М 
преобразованиями множества Q, Говорят, что представление Q He- 
существенно отличается от представления ‹, (или что 9; и $» NMO- 
добны), если существует такое взаимно однозначное отображение $ 
множества ©, на Q, что для всяких аС M n a E Q, имеет место 
ф(‹, (а) (а)) = ‹.(а) (<). Очевидно, это означает, что представления 
$ И $. могут отличаться лишь внутренней природой элементов 
множеств Q, и Q. 

Каждому элементу и мультипликативного множества М 
можно сопоставить преобразование й множества М, согласно 
которому й(х)=их(х € М) (элементы и и x перемножаются 
согласно действию в М). Такое преобразование и назы- 
вается левым сдвигом множества М, соответствующим 31e- 
менту и. 

Совокупность представлений Ф={х} мультипликативного 
множества А в классе П называют полной системой 
представлений, если для всяких двух различных элементов 
x,y EA всегда найдется такое представление + ЕФ, что 


g(x) == $0). 
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7.1.1. Мультипликативное множество ео. Z% 23} 3a- 
дано таблицей Кэли: 


o t 


TE ATE A 
21 За 
Ни т 


Описать все представления ® в классе П мультипликативных 
множеств, состоящем из одного мультипликативного MHO- 
жества Q= { th, и}; 


| ü, И 
ии И, 
из | и и. 


7.1.2. Пусть А — мультипликативная полугруппа натураль- 
ных чисел, и пусть задано отображение х полугруппы А 
в полугруппу всех преобразований множества Q = {а, b, c}, 


при котором 
ее 
Ft aea] 


Является ли ọ представлением полугруппы А преобразова- 
НИЯМИ? 

7.1.3. Пусть полугруппа А задана порождающим множе- 
ством {а:, аз} (в смысле теории полугрупп) и определяю- 
щим множеством соотношений аа == аа, ai= a. Рассмот- 
рим отображение ф порождающего множества полугруппы А 
в полугруппу всех преобразований множества Q = {X1 Xa 
Хз» №} 


2 ЖА A Kiii Xa я 
< i 


Можно ли продолжить отображение ф до представления TMO- 
лугруппы А преобразованиями множества Q (см. гл. l, § 2)? 
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7.1.4.Т. Пусть представление 9} мультипликативного MHO- 
жества M несущественно отличается от представления Qy 
Доказать, что $ будет несущественно отличаться от $. 

7.1.5. Пусть $ и $. — два представления мультиплика- 
тивного множества M, несущественно отличающиеся друг от 
друга. Доказать, что если одно из них является изоморфным, 
то и другое будет изоморфным. | 

7.1.6. Пусть множества Q, и Q, равномощны и $1 — прелд- 
ставление мультипликативного множества M преобразова- 
ниями Q, Доказать, что существует представление Q} муль- 
типликативного множества М преобразованиями множества Qy, 
которое несущественно отличается от представления $1. 

7.1.7. Пусть $ и $. — два представления мультиплика- 
тивного множества М, несущественно отличающиеся друг от 
друга. Доказать, что образы этих представлений изоморфны. 

7.1.8. В множестве M= { a, а», аз Qp aṣ} определено 
умножение, согласно которому а;а; = a; (i, /=1, 2, 3, 4,5). 
Найти все представления М преобразованиями множества 
{1, 2}. Выяснить, какие из них несущественно отличаются 
друг от друга. Есть ли среди этих представлений изо- 
морфные? | 

7.1.9. Пусть каждому элементу и мультипликативного мно- 
жества /М сопоставлен левый сдвиг A множества M, соот- 
ветствующий элементу и. Если это отображение М в Ty 
(множество всех преобразований М) является представлением 
М преобразованиями, то умножение в М ассоциативно, т. е. 
М является полугруппой. Доказать. 

7.1.10. Пусть каждому элементу и полугруппы М сопо- 

п. Доказать, что такое отображение М 


ставлен левый сдвиг й. 
в Гм (см. 7.1.9) является представлением М преобразова- 
НИЯМИ. 

Примечание. Результат сопоставить с 7.1.9. Описан- 
ное представление полугруппы будем называть в дальнейшем 
представлением левыми сдвигами. 

7.1.11. Найти представления левыми сдвигами следующих 
полугрупп: 

1) моногенной полугруппы типа (3, 5); 

2) полугруппы A, заданной порождающим множеством 
{a аз} и определяющим множеством соотношений 


2 RASA . 
аа = 4143 —@, 1—4, A =S ly 
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3) полугруппы А. = { а1, аз, аз\, заданной таблицей Кэли: 


| а, а. а; 


Для каких из указанных выше полугрупп представления ле- 
выми сдвигами являются изоморфными представлениями? 

7.1.12. Пусть полугруппа А обладает единицей. Доказать, 
что представление А левыми сдвигами является изоморфным 
представлением. | 

7.1.13.Т. Пусть представление полугруппы А левыми сдви- 
гами является изоморфным представлением, и пусть Qj, аз & А. 
Доказать, что если ах ==ах для всех x E AÀ, то 4 = a 

7.1.14.Т. Пусть в полугруппе А не существует элементов 
а: Æ Q} таких, что ах =Q% для всех х Е А. Доказать, что 
представление полугруппы А левыми сдвигами является изо- 
морфным представлением. 

Примечание. В задачах 7.1.13 и 7.1.14 получено необ- 
ходимое и достаточное условие того, чтобы представление 
полугруппы левыми сдвигами было изоморфным представ- 
лением. 

7.1.15. В множестве М определено действие, согласно 
которому ху =x для всех х, у & М. Найти представление М 
левыми сдвигами. 

7.1.16. В множестве М определено действие, согласно 
которому ху==у для всяких х, у © М. Найти представле- 
ние /М левыми сдвигами. 

7.1.17. Пусть П — класс полугрупп, каждая из которых 
состоит только из взаимно однозначных преобразований, и 
пусть полугруппа $ с единицей имеет изоморфное представ- 
ление в классе П. Тогда действие в полугруппе $ обладает 
свойством сократимости слева и $ не имеет отличных от 
единицы идемпотентов. Доказать. 

Примечание. Полугруппу, у которой действие обла- 
дает свойством сократимости слева, называют полугруппой 
с левым сокращением. Аналогично определяются полугруппа 
с правым сокращением и полугруппа с двусторонним сокра- 
щением. | 


178 ПРЕДСТАВЛЕНИЯ ГРУПП [ГЛ VH 


7.1.18.Т.У. Каждая полугруппа А имеет изоморфное npes- 
ставление преобразованиями. Доказать. 

Примечание. Таким образом, доказано, что с точно- 
стью до изоморфизма все полугруппы исчерпываются полу- 
группами преобразований. 

7.1.19.Т. Пусть в полугруппе А для каждого элемента 
аС А существует г, Е А такой, что а2,==2» и пусть 9 — 
произвольное изоморфное представление А преобразованиями. 
Тогда каждое преобразование o(a) © (A) имеет неподвижную 
точку. Доказать. | 

7.1.20.Т.У. Пусть полугруппа А такова, что при любом 
изоморфном представлении полугруппы А преобразованиями 
каждое преобразование из образа представления имеет не- 
подвижную точку. Доказать, что для каждого элемента а © А 
существует элемент Za С А такой, что аг, = Ze 

Примечание. В задачах 7.1.19 и 7.1.20 получено не- 
обходимое и достаточное условие того, чтобы при любом 
изоморфном представлении полугруппы А преобразованиями 
каждое преобразование имело неподвижную точку. 

7.1.21. Пусть А — мультипликативная полугруппа рацио- 
нальных чисел. Имеет ли А полную систему представлений 
в классе П, состоящем из всех групп? 

7.1.22. Существует ли полная система представлений мо- 
ногенной полугруппы типа (5, Т) в классе всех регулярных 
коммутативных полугрупп (см. гл. П, $ 5). 

7.1.23. Описать все моногенные полугруппы, которые 
имеют полную систему представлений в классе всех групп. 

7.1.24. Пусть С={0, 1} — мультипликативная полугруппа 
(с обычным правилом умножения чисел). Описать все ко- 
нечные моногенные полугруппы, которые имеют полную сис- 
тему представлений в полугруппе С. 

7.1.25. Описать все полугруппы, которые имеют полную 
систему представлений в классе всех коммутативных полу- 
групп. 

7.1.26. Пусть НП. — класс всех полугрупп с левым сокра- 
mennem, П5 — класс всех полугрупп с правым сокращением, 
H — класс полугрупп с двусторонним сокращением. Описать 
все полугруппы, которые имеют полную систему представ- 
лений: - 1) в Il; 2) в Hy 3) в П.. 

7.1.27. Пусть П — класс всех регулярных коммутативных 
полугрупп (см. гл. ПЦ, $ 5). Доказать, что периодическая по- 
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лугруппа А, имеющая полную систему представлений в 
классе Il, регулярна. 

7.1.28.У. Пусть все элементы коммутативной полугруппы 
А — идемпотенты. Доказать, что полугруппа А имеет полную 
систему представлений в полугруппе С из задачи 7.1.24. 

7.1.29.У. Описать все полугруппы, которые имеют полную 
систему представлений в классе всех коммутативных полу- 
групп, все элементы которых идемпотентны. 


$ 2. Представления групп преобразованиями 


Понятия и терминологию, введенную в предыдущем параграфе 
для произвольных мультипликативных множеств, мы будем в этом 
параграфе применять для групп, причем здесь мы будем рассмат- 
ривать только представления групп обратимыми преобразованиями, 
называя их просто представлениями преобразованиями. 

Если образ некоторого представления ф группы С является 
транзитивной группой (см. гл. ТУ, $ 9), то представление будем 
называть транзитивным. 

Роль транзитивных представлений заключается в том, что 
_каждое представление группы можно в некотором смысле описать при 
помощи ‘транзитивных представлений этой группы (см. 4.9.29, 7.2.32). 

Пусть H — подгруппа группы G. Множество Q есть множество 
правых смежных классов группы G по подгруппе H. Для каждого 


& ЕС рассмотрим преобразование ul множества Q, согласно ко- 


торому ий (хН) = 2хН. 
Отображение Фн группы G в полугруппу преобразований То, 
определенное равенством 


Фн (8) =u 


является представлением группы С преобразованиями (см. 7.2.1 и 
7.2.2). Представление $y будем называть представлением группы G 


по подгруппе Н. 

Роль представлений Qp; заключается в том, что каждое тран- 
зитивное представление любой группы несущественно отличается 
от некоторого представления этой группы по ее подгруппе (см. 7.2.22). 

Среди представлений группы выделяются представления левыми 
сдвигами (см. 7.1.10). 

Представление любой группы левыми сдвигами является изо- 
морфным представлением (см. 7.2.7). Отсюда получаем, что каждая 
группа изоморфна некоторой группе преобразований. 

Иными словами, с точностью до изоморфизма все группы 
исчерпываются группами преобразований. 


7.2.1. Пусть Н — подгруппа группы G, Q — множество 
правых смежных классов группы G по подгруппе Н. 
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Доказать, что преобразование и! множества ®, определенное 
равенством ий (хН) == вхН, обратимо. 


7.2.2.Т.У. Пусть Н — подгруппа группы G, ® — множество 
правых смежных классов группы G по подгруппе H. До- 
казать, что Фн является представлением группы G преобра- 
зованиями множества Q. 

7.2.3. Доказать, что образ представления группы кватер- 
нионов (см. 2.6.39) по подгруппе Н={1, —1} есть прямое 
произведение двух циклических групп второго порядка. 

7.2.4. Пусть @ — группа из задачи 5.4.18, Н=={е, (а) }. 
Найти образы элементов а, b при представлении Фн. Явля- 
ется ли это представление изоморфным? 

Примечание. Так как G= |a, b], то, зная образы эле- 
ментов а, b при некотором представлении, легко найти само 
представление. 

7.2.5. Пусть @ — группа. Доказать, что образ представ- 
ления группы @ левыми сдвигами состоит из обратимых 
преобразований. 

7.2.6. Найти представления левыми сдвигами следующих 
групп: 

1) группы кватернионов (см. 2.6.39); 

2) группы, заданной в задаче 5.4.18; 

_3) нециклической группы шестого порядка (см. 5.4.27); 

4) циклической группы четвертого порядка. 

7.2.7.Т Пусть @ — произвольная группа. Доказать, что 
представление группы @ левыми сдвигами является изо- 
морфным представлением. | 

7.2.8. Доказать, что в каждой группе Q найдется под- 
группа Н такая, что представление Фин будет являться пред- 
ставлением левыми сдвигами. Что это за подгруппа? 

7.2.9. Пусть @ — мультипликативная группа матриц вида 


a b 


где a, В — произвольные рациональные числа и а Æ 0. Пусть 
H — подгруппа G, состоящая из матриц вида 


(o 1): 
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Доказать, что: 

1) представление gy группы G по подгруппе H несуще- 
ственно отличается от представления Y группы G преобразо- 
ваниями множества рациональных чисел, отличных от нуля, 
согласно которому 

а b 
| ei 


в 


а 


ф 


где U% =a% для любого рационального 5х; 

2) представление он неизоморфное. 

7.2.10.У. Пусть @ — группа из задачи 5.2.21. Доказать, что: 

1) для любого натурального числа п группа @ обладает 
транзитивным представлением преобразованиями степени M; 

2) группа @ имеет по крайней мере два существенно OT- 
личающихся друг от друга представления преобразованиями 
девятой степени. 

7.2.11.Т. Пусть Н — подгруппа группы G. Доказать, что 
образ представления группы @ по подгруппе Н является 
транзитивной группой преобразований (см. гл. IV, § 9). | 

7.2.12. Пусть G— группа из задачи 5.4.18, H= {e, а}, 
Н,={е, bab}. Доказать, что представления группы G по 
полгруппам Hi, Hha несущественно отличаются друг от друга. 

7.2.13.У. Пусть HM, и Н, — сопряженные подгруппы 
группы G. Доказать, что представления группы G по NOM- 
группам M, и Н, несущественно отличаются друг от друга. 

7.2.14.У. Пусть представления группы G по подгруппам 
Н и H, несущественно отличаются друг от друга. Joka- 
зать, что M, и Н., — сопряженные подгруппы группы G. 

Примечание. В задачах 7.2.13 и 7.2.14 получено необхо- 
димое и достаточное условие того, чтобы два представления 
группы по подгруппам несущественно отличались друг от друга. 

7.2.15. Пусть Н — подгруппа группы G, и пусть 9H — 
представление группы G по подгруппе H. Доказать, что эле- 
менты группы G, преобразующиеся в единицу при этом 
представлении, содержатся в Н и образуют нормальный де- 
литель группы G, который является максимальным среди 
нормальных делителей G, содержащихся в Н. 

7.2.16.Т. Доказать, что если подгруппа H группы G co- 
держит неединичный нормальный делитель G, то представле- 
ние группы G по подгруппе H неизоморфное. 
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7.2.17.Т.У. Доказать, что если подгруппа H группы G 
не содержит неединичных нормальных делителей группы Q, 
то представление группы G по подгруппе H изоморфное. 

Примечание. В задачах 7.2.16 и 7.2.17 получено необ- 
ходимое и достаточное условие того, чтобы представление 
группы по подгруппе было. изоморфным. 

7.2.18. Пусть Н==[(1234), (24)|] — подгруппа симметри- 
ческой группы S, Является ли представление группы $; 
по подгруппе Н изоморфным? 

7.2.19.Т. Пусть х — представление группы G преобразо- 
ваниями множества Q, и пусть а — произвольный, но фикси- 
рованный элемент из ®. Обозначим через Н множество эле- 
ментов С С таких, что для Ф(5) элемент 4 является HENO- 
движной точкой. Доказать, что H — подгруппа G. 

7.2.20.Т. Пусть сохраняются условия и обозначения пре- 
дыдущей задачи, и пусть для некоторого х © Q выполняется 
равенство ф (.^) (*) =8. Доказать, что для каждого элемента 
y ExH выполняется ф (у) (Q) =$, а для каждого г @Æ xH 
выполняется ф (г) (a) Æ В. 

Примечание. Сопоставьте результаты двух последних 
задач с результатами задачи 4.9.5. 

7.2.21.Т.У. Пусть сохраняются условия и обозначения 
задачи 7.2.19, и пусть ọ (@) — транзитивная группа. Доказать, 
что отображение W, определенное равенством © (1) =хН (y € Q), 
если фФ(х) (4) =1, является взаимно однозначным отображе- 
нием множества Q на множество правых смежных классов 
группы а по подгруппе Н. 

7.2.22.Т.У. Пусть сохраняются условия и обозначения задачи 
7.2.19, и пусть ọ(G)— транзитивная группа. Доказать, что 
представление Q несущественно отличается от представления 
группы G по подгруппе H. 

7.2.23.У. Пусть О — группа, определенная в задаче 5.4.18. 
Доказать, что G имеет изоморфные транзитивные представления 
четвертой степени, существенно отличающиеся друг от друга. 

7.2.24. Доказать, что группа @ из предыдущей задачи 
имеет три изоморфных транзитивных представления преобра- 
зованиями, существенно отличающихся друг от друга. Найти 
эти представления. 

7.2.25.Т. Доказать, что любые два изоморфных транзитив- 
ных представления абелевой группы несущественно отлича- 
ются друг от друга. 
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7.2.26. Выяснить, имеет ли группа кватернионов (см. 2.6.39) 
изоморфные транзитивные представления преобразованиями 
степени меньше восьми. 

7.2.27.У. В симметрической группе $5, взяты подгруппы 
H= [(1234)|, HM, = [(12), (34)]. Найти образы элементов (12), 
(1234) при представлениях QH ®н.. 

7.2.28.У. Доказать, что представления QH, Фн, предыду- 
щей задачи являются изоморфными представлениями группы 
$, существенно отличающимися друг от друга. 

7.2.29.У. Доказать, что симметрическая группа $, имеет 
только два изоморфных транзитивных существенно отличаю- 
щихся друг от друга представления шестой степени. 

7.2.30. Пусть @ — нециклическая группа четырнадцатого 
порядка (см. 5.4.27). Доказать, что @ не обладает транзитив- 
ными изоморфными представлениями степени меньше. семи. 

7.2.31. Доказать, что все транзитивные представления 
седьмой степени группы @ из предыдущей задачи несущест- 
венно отличаются друг от друга. 

7.2.32. Пусть х — представление группы G преобразова- 
ниями множества Q, у которого группа Ф(@) = С’ интранзи- 
тивна. Если M; — некоторая система интранзитивности группы 
С’, то обозначим через $; отображение G в группу преобра- 
зований множества М;, согласно которому 9;(8)=и;, если 
Ф (2) =и, где и; — преобразование, определенное в задаче 
4.9.28. Доказать, что ф;—транзитивное представление группы G. 

7.2.33. Пусть @ — группа, Vy — преобразование множества 
G, определенное равенством 


у, (х)=хв(х ЕО). 
Обозначим через ф отображение группы @ в полугруппу 
всех преобразований множества G, согласно которому 


ф (8) ERA 


Для каких групп это отображение является представлением 
группы G преобразованиями? 


8 


$ 3. Представления групп матрицами 


Для работы с настоящим параграфом необходимо знание эле- 
ментов теории матриц. Все рассматриваемые в этом параграфе 
матрицы имеют своими элементами комплексные числа. Представ- 
ление группы С в классе всех групп квадратных неособенных 
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матриц порядков п (n = 1, 2, 3,...) называется представлением группы 
G матрицами. Если образ представления состоит из матриц порядка 
п, то говорят о представлении группы матрицами порядка п. 

Два представления T, и Т. группы G квадратными матрицами 
порядка п называют эквивалентными, если найдется такая неосо- 
бенная матрица А порядка п, что для каждого аС С имеет место 
следующее соотношение: 


T, (а) = АТ, (а) А-*. 


Пусть T; (= 1, ..., К) — представления группы G квадратными 
матрицами порядков 1;. Отображение T, сопоставляющее каждому 
элементу аС@ клеточно-диагональную матрицу Т (а) порядка п = 
= M, + ...- ть с диагональными клетками T, (а), T, (а), ..., Ть (а), 
является представлением группы G матрицами порядка п = т, + 
+ m,-+...-+ т» (см. 7.3.13). Представление T называется прямой 
суммой представлений Ти, Ta, ..., Tp Представление T группы G 
матрицами, которое эквивалентно прямой сумме представлений 
группы G меньших порядков, называется вполне приводимым пред- 
ставлением. Иногда вполне приводимые представления называют 
разложимыми представлениями. | 

Пусть Т— представление группы С матрицами порядка п, и 
пусть найдется такая неособенная матрица P, что для всех xE а 
матрицы S (х) =РТ (x) Р 'имеют следующий вид: 


SILAA 
= o 


где T, (х) и T, (х) — квадратные матрицы порядков M, и M, (т, + 
+ т. = п), А (х) — прямоугольная матрица, имеющая Ma строк и т, 
столбцов, 0 — нулевая матрица, имеющая M, строк и Ma столбцов. 
Тогда представление T называется приводимым представлением 
группы G, в противном случае T называют неприводимым пред- 
ставлением. 

Очевидно, что вполне приводимое (разложимое) представле- 
ние приводимо. Однако обратное утвержцение не имеет места 
(см. 7.3.16). 

Для конечных групп каждое приводимое представление явля- 
ется вполне приводимым (см. 7.3.20). 


7.3.1. Пусть G— произвольная группа. Доказать, что отобра- 
жение To: То (а) = E, (а C @), где Е, — единичная матрица 
порядка M, есть представление группы G квадратными матри- 
цами порядка n. Доказать, далее, что при всяком представ- 
лении группы G матрицами порядка N единице G соответствует 
матрица Ep 

Примечание. Представление To называется единич- 
ным представлением группы @ квадратными матрицами по- 
рядка n. 
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7.3.2. Пусть $, — симметрическая группа и-й степени, 
и пусть $ Е S, 


Обозначим через T отображение группы Śp, в группу квад- 
ратных неособенных матриц порядка n такое, что T ($) == (а; ;), 
где а, == 4; == + e e Qnin T l, а остальные элементы мат- 
рицы (а;;} равны нулю. Доказать, что T есть представление 
группы S, матрицами. 

7.3.3. Пусть О — группа вращений трехмерного векторного 
пространства К; вокруг оси Oz и g€ а— поворот на угол 
Pg- Доказать, что отображение T: 


`с05ф, — SİN Pp 0 


Т (8) =| sing, с0$$, 0, gEG, 
0 0 E 


есть представление С матрицами. 

7.3.4. Пусть группа Q задана порождающим множеством 
ау, аз! и определяющей совокупностью соотношений: а1 = e, 
а} = e, аа, = а1а». Проверить, что G= {е, ал, @1, аз, а1аз, Qida}. 
Будет ли представлением С следующее отображение 7: 


100 010` 
ге oror Т (а) =| 00 r); 
001 1 0 0/ 
001 Г. 10 
TF= 09° та) = FOOR 
010/ 001 
10 A 00 1\ 
Гео -—[0 0 ll; T (ajaa) = O 1 о) 
| \0 1 0/ (i о 0; 


7.3.5. Пусть С — группа вращений трехмерного прост- 
ранства К; вокруг некоторой оси, и пусть элемент Е G 
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осуществляет поворот на угол P Будет ли отображение Г: 


T (8) = . 


Pg 


представлением G квадратными матрицами порядка 3? 

7.3.6. Группа G задана порождающим множеством {4a}, aa} 
и определяющей совокупностью соотношений а] ==е, Q} = e. 
Определим отображение T порождающего множества {а1, Qo} 
в группу С’ квадратных неособенных матриц порядка 2: 


ге (| ‚} г =, ‚} 


Можно ли отображение Т продолжить (см. гл. |, $ 2) до 
отображения T” группы G так, чтобы T’ было представле- 
нием С матрицами порядка 2? 

7.3.7. Пусть @ — мультипликативная группа отличных от 
нуля комплексных чисел. Доказать, что существует изоморф- 
ное представление G матрицами порядка 2 с вещественными 
элементами. 

7.3.3.У. Доказать, что произвольная конечная группа no- 
рядка п имеет неединичное представление матрицами порядка M. 

7.3.9. Пусть @— группа, и пусть T — представление 
группы G матрицами порядка п. Если А — произвольная He- 
особенная матрица порядка n, то отображение Г: Гл (а) = 
= АТ (а) А! (а © G) есть представление группы @ матрицами. 
Доказать. 

7.3.10. Существуют ли неединичные представления CHM- 
метрической группы $, квадратными матрицами порядка n, 
отличные от представления, указанного в 7.3.2? 

7.3.11. Пусть С — группа вращений трехмерного вектор- 
ного пространства R} вокруг оси Ох, и пусть элементу g Е G 
соответствует угол поворота ф„. Доказать, что отображение T": 


Г’ (8) = 


COS Pg -H 2 sin фе — 5sin 9y 3 cos 9y -- 16 sin gg — 3\ 
b= Sin Фе — 2 sin gg -H COS fg T sin Py — 2 COS Pg +2 
0 0 | 


является представлением группы G матрицами порядка три. 
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7.3.12. Доказать, что все представления группы @ матри- 
цами, эквивалентные данному представлению, эквивалентны 
между собой. 

7.3.13.Т. Пусть T; (=1, ..., №) — представления группы 
G квадратными матрицами порядков M; Обозначим через T 
следующее отображение группы @ в группу квадратных He- 
особенных матриц порядка п = ии --...- Mp 

Каждому элементу а © G сопоставляется клеточно-диаго- 
нальная матрица Т(а) с диагональными клетками Т! (а), 
Го (а),..., Г, (а). Доказать, что отображение T является пред- 
` ставлением группы G матрицами порядка п. 

7.3.14.Т. Пусть T; и Т. — два эквивалентных представле- 
ния группы G матрицами порядка m; Ту и T3 — два экви- 
валентных представления группы G матрицами порядка К. 
Обозначим через Tı прямую сумму представлений Т; и Ту, 
а через T — прямую сумму представлений T, и То. Доказать, 
что Гр и ТГ. — эквивалентные представления группы QG мат- 
рицами порядка т -- k. 

7.3.15. Пусть G= [a] — бесконечная циклическая группа. 
Рассмотрим отображение 


гео= || | (п=0, =1,...). 


п | 


Будет ли Т вполне приводимым представлением? 

7.3.16. Пусть Т — неприводимое представление группы 
матрицами порядка п, и пусть X — ненулевой столбец Bbl- 
соты и, тогда множество всех линейных комбинаций CTOJ- 
бцов вида 7 (а) Х представляет собой все пространство стол- 
бцов высоты и. Доказать. 

7.3.17.Т.У. Пусть представление T группы G матрицами 
порядка п неприводимо, и пусть квадратная матрица А по- 
рядка и перестановочна со всеми матрицами Т (а) (ас G). 
Доказать, что А — скалярная матрица, T. ee А==АЁ, при 
некотором числе À (E, — единичная матрица порядка. п). 

7.3.18.Т.У. Пусть @ — конечная группа и T — приводимое 
представление G матрицами порядка n. Доказать, что T явля- 
ется вполне приводимым представлением группы G. 

7.3.19.Т.У. Каждое приводимое представление конечной 
группы @ матрицами есть прямая сумма неприводимых пред- 
ставлений группы G. Доказать. 
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_7.3.20.У. Пусть T — неприводимое представление конеч- 
ной группы G матрицами порядка п, и пусть А — произволь- 
ная квадратная матрица порядка n. Обозначим через X mart- 


pany »,Т(®) АТ(="). Доказать, что найдется такое число À, 


gEG 
для которого X = ÀEp где Е, —единичная матрица порядка n. 


7.3.21.Т.У. Доказать, что всякое представление абелевой 
группы матрицами порядка п —2 приводимо. 


$ 4. Группы гомоморфизмов абелевых групп 


Пусть Аи В — произвольные абелевы группы. Рассмотрим мно- 
жество Ф (А, В) всех представлений группы А в классе, состоящем 
из одной группы В. В множестве Ф (А, В) введем действие, полагая 
Lito = X; (Li La ka E€ Ò (A, В)), если для любого aA в группе В 
выполняется X, (а) -Х. (а) = X, (a) (см. 7.4.1). Относительно указан- 
ного выше действия Ф (А, В) образует абелеву группу (см. 7.4.2). 

Группу Ф (А, В) в этом параграфе буцем называть группой 
гомоморфизмов илл группой представлений группы А в В. Ука- 
занное выше действие в множестве Ф (А, В) можно рассматривать 
и для произвольных групп, только в этом случае действие может 
оказаться не всюду определенным на Ф (А, В). 

Если А = В, то Ф (А, В) есть множество эндоморфизмов груп- 
пы А. Относительно введенного выше цействия Ф (А, А) образует 
группу, которую будем называть группой эндоморфизмов. Таким 
образом, в множестве Ф (А, А) имеется два действия: действие, 
введенное выше, и действие суперпозиции (см. гл. Ш, $ 4). В настоя- 
щем параграфе, говоря о действии в Ф (А, А), будем все время 
иметь в виду действие, определенное выше. 

Хотя новое действие, так же как и действие суперпозиции, 
будем обозначать точкой, следует помнить, о каком именно дей- 
ствии идет речь в настоящем параграфе. 


7.4.1. Пусть у: и у. — гомоморфизмы абелевой группы А 
в абелеву группу В, тогда отображение уз, определенное по 
следующему правилу: уз (а) = у! (а): уз (а) (a €E А), есть romo- 
морфизм группы А в группу В. Доказать. 

7.4.2. Доказать, что относительно действия, указанного 
во введении, множество Ф (А, В) всех гомоморфизмов абеле- 
вой группы А в абелеву группу В образует абелеву группу. 

7.4.3. Пусть А и В — бесконечные циклические группы. 
Найти группу Ф (А, B). 

7.4.4. Пусть А — бесконечная циклическая группа. Дока- 
зать, что для любой абелевой группы В группа Ф(А, В) 
изоморфна ВБ. 
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7.4.5. Пусть А — периодическая абелева группа; В — абе- 
лева группа без кручения. Найти Ф (А, B). 

7.4.6. Пусть А и В— примарные циклические группы 
порядков při и př? соответственно. Доказать, что Ф (А, В) — 
циклическая группа порядка р"! (1; ke), если р:==р» и Ф(А, В) — 
единичная группа, если р! Æ pa 

7.4.7. Пусть А — циклическая примарная группа порядка 
р", а В — произвольная абелева группа. Определить Ф (А, В). 

7.4.8. Найти группу эндоморфизмов абелевой группы G 
порядка ра, где ри 4 — различные простые числа. 

7.4.9. Доказать, что группа эндоморфизмов аддитивной 
группы рациональных чисел Ю изоморфна К. 

7.4.10.Т. Если группа А является прямым произведением 


абелевых групп H; (1=1, 2, ..., п), то при любой абелевой 
группе В группа Ф (А, В) изоморфна прямому произведению 
групп Ф(Н, В) ((=1, ..., п). Доказать. 


7.4.11.У. Пусть абелева группа А задана порождающим 
множеством {а1, 4», аз} и определяющей совокупностью соот- 
ношений а} = e, а = e, и пусть В — бесконечная циклическая 
группа. Найти Ф (А, В). 

7.4.12.У. Пусть конечно порожденная абелева группа А 
имеет ранг г, а В — бесконечная циклическая группа. Найти 
Ф (А, В). 

7.4.13.У. Пусть А — конечная абелева группа, заданная 
инвариантами 3”, 3; 2, и пусть В — циклическая и TIO- 
рядка 2. Найти Ф (A, В). 

7.4.14.У. Пусть конечная абелева группа А задана инва- 
риантами 


53, 53 5, 5, 5; 
33, 33 3, 3; 
Зи 


и пусть В — циклическая группа порядка 25. Найти группу 
Ф (А, В). 

7.4.15.У. Группа А представляет собой прямое произведе- 
ние циклической группы порядка 7 и бесконечной цикли- 
ческой группы; В — циклическая группа порядка 49. Найти 
Ф(А, В). 

7.4.16.У. Пусть В — смешанная абелева группа, периоди- 
ческая часть которой есть циклическая группа порядка 9, 
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и пусть А — конечная абелева группа, заданная инвариантами 
31.3, 3, 8; 55; ТТ, t, T. Найти. группу ФА, В). 
7.4.17.Т. Пусть В — прямое произведение абелевых групп 


В; (=1,..., п). Тогда при любой абелевой группе А группа 
Ф(А, В) изоморфна прямому произведению групп Ф (А, В;) 
(—1,..., п). Доказать. 


7.4.18.У. Для следующих пар конечных абелевых групп А 
и В, заданных инвариантами, найти Ф (А, B): 
1) А— циклическая группа порядка 5, В имеет набор 
инвариантов 3, 3; 5; 73, 7; 
2) А имеет инварианты 23, 2, 2; 33, 3; 5, 5, 5; 
В имеет инварианты 5%, 5; 33, 3%; 73, 7; 
3) А имеет инварианты 53, 5°, 5; 33, 3%, 3; 2; 
В имеет инварианты 2; 73, 7%, 7; 11. 
7.4.19.У. Для следующих пар абелевых групп Аи В, 
заданных порождающими множествами и определяющими со- 
вокупностями соотношений, найти Ф (А, B): 


1) А==[а,, а», аз) ai =e, аа = ad, 
Ailg = аза1, @5аз = Aza; 
B= [b,, ba}, bi=e, biba = babi; 
2) A=[ù, аз], aia =e, aia =l, MUNA} = A; 
B= [b,, ba}, bi=e, 6163 = bbi; 
3) Е = [ù, аз], aia; =e, @аз==е, Qa == аа 
= [b;, 65|, br =e, by =e; biba == bb, 


7.4.20.У. Найти группы эндоморфизмов следующих абеле- 
вых групп: 

1) конечной группы, заданной инвариантами 23, 2%, 2; 33, 
сы a 

2) конечной группы, заданной инвариантами 3, 3, 3; 5%, 
se E Pi 

3) конечно порожденной группы ранга 2 с набором ин- 
вариантов 5, 5, 5; 73, 7; 

4) группы, являющейся прямым произведением семи бес- 
конечных циклических групп. 

7.4.21.У. Доказать, что, если А и В — конечные абелевы 
группы, то и Ф(А, В) — конечная группа. 

7.4.22.У. Доказать, что группа эндоморфизмов абелевой 
группы с конечным числом порождающих есть группа с ко- 
нечным числом порождающих. 
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7.4.23.У. Пусть А — конечная абелева группа, а В — абе- 
лева группа с конечным числом порождающих. Доказать, что 
Ф(А, В) — конечная группа. 

7.4.24.У. Пусть А — группа с конечным числом порождаю- 
щих, а В — конечная группа. AOKASATÉ, что Ф(А, B)— xo- 
нечная группа. 

7.4.25. Порядки всех элементов абелевой группы А огра- 
ничены в совокупности натуральным числом №. Доказать, что 
порядки всех элементов группы ® (A, В) при любой абе- 
левой группе В ограничены в совокупности тем же чи- 
слом А. 

7.4.26. Пусть А — периодическая абелева группа. 

1) Можег ли группа эндоморфизмов группы А быть ne- 
риодической группой с неограниченными в совокупности по- 
рядками элементов? 

2) Может ли Ф(А, А) быть полной группой? 

7.4.27. Пусть группа эндоморфизмов абелевой группы А 
есть полная группа. Доказать, что А — полная группа. 

7.4.28.У. Когда абелева группа А с конечным числом 
порождающих имеет своей группой эндоморфизмов: 1) ко- 
нечную циклическую группу; 2) бесконечную циклическую 
группу? 

7.4.29. Пусть А — абелева группа, примарная относительно 
простого числа р, и пусть В — произвольная абелева группа. 
Существуют ли в Ф(А, В) отличные от единицы элементы Yo, 


для которых уравнение yP? = Yo разрешимо для любого Ha- 
турального А? 

7.4.30. Пусть В — абелева группа без кручения. Доказать, 
что для любой абелевой группы А группа Ф(А, В) есть 
группа без кручения. 

7.4.31. Если В — полная абелева группа без кручения, 
то и Ф(А, В) для любой абелевой группы А является пол- 
ной группой без кручения. Доказать. 

7.4.32. Можег ли полная абелева группа иметь своей 
группой эндоморфизмов периодическую абелеву группу? 

7.4.33. Пусть А — полная абелева группа. Доказать, что 
Ф(А, В) при любой абелевой группе В является группой 
без кручения. 

7.4.34.У. Пусть А — абелева группа с конечным числом 
порождающих. Выяснить, когда Ф(А, А) изоморфна А. 


192 ПРЕДСТАВЛЕНИЯ ГРУПП [ГЛ. УИ 


$ 5. Характеры групп 


Характером представления T группы G квадратными матри- 
цами порядка N называется следующее отображение X группы G 
в множество комплексных чисел: 


X (а) = У ii, 


imi 


где а; — диагональные элементы матрицы T (а). Для абелевых групп, 
согласно 7.3.21, неприводимое представление — это гомоморфизм 
в мультипликативную группу отличных от нуля комплексных чисел. 
Таким образом, для абелевых групп характер неприводимого пред- 
ставления является гомоморфизмом в мультипликативную группу 
отличных от нуля комплексных чисел. Совокупность всех гомомор- 
физмов. абелевой группы @ в мультипликативную группу всех 
комплексных чисел, по модулю равных единице, относительно дей- 
ствия, определенного в $ 4 настоящей главы, образует группу. Эту 
группу называют группой характеров абелевой группы G. 


7.5.1. Найти характеры представлений групп, указанных 
в задачах 7.3.3, 7.3.4 и 7.3.15. 

7.5.2. Пусть T — представление группы Śp, указанное 
в задаче 7.3.2, и пусть у — характер этого представления. 
Доказать, что y% ($) ==А ($ © Sa) где А — число неподвижных 
точек преобразования $5. 

7.5.3. Доказать, что характеры эквивалентных представле- 
ний группы С матрицами совпадают. 

7.5.4. Пусть представление Г группы С матрицами яв- 
ляется прямой суммой представлений Tı Ta ..., Ги и пусть 
у — характер представления T, а у; — характеры представ- 

т 


лений Т;(1=1, ..., m) Доказать, что y(a)= У, ука) 
i=l 
для каждого а E G. 

7.5.5. Существует ли неединичная группа G, у которой 
для всякого неизоморфного представления Т матрицами по- 
рядка n характер у представления T обладает следующим 
свойством: y (а) = для каждого а © G? 

7.5.6. Пусть х и у-— сопряженные элементы группы С, 
и пусть у — характер представления T группы G матрицами. 
Доказать, что у (x)= x% (у). 

7.5.7.У. Найти все неприводимые представления цикличе- 
ской группы [а] порядка z. 
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7.5.8.У. Доказать, что характеры всех неприводимых пред- 
ставлений конечной абелевой группы G представляют собой 
отображения, образами которых являются только корни из 1. 

7.5.9. Найти группу характеров для следующих абелевых 
групп, заданных порождающим множеством и определяющей 
совокупностью соотношений: 

р Аа] a” —е, где р — простое число; 

2) A= [a;, аз], ase az= eê, Qila == Qali; 

3) A= fa, а5|, а==а, а==е, а1аз == gl]: 

7.5.10.Т.У. Доказать, что группа характеров конечной 
абелевой группы G изоморфна группе С. 

7.5.11. Определить группу характеров ен IHK- 
лической группы. 

7.5.12. Пусть С — абелева группа, являющаяся прямым 
произведением г бесконечных циклических групп. Найти 
группу характеров. | 

7.5.13 Каждый характер подгруппы конечной абелевой 
группы можно продолжить до характера всей групны. Дока- 
зать. = 

7.5.14.У. Пусть Q— конечная абелева группа, и пусть 
a, а, E С (а! = аз). Тогда существует такой ее характер у, 
для которого у (а) Æ y (аз). Доказать. 

Примечание. Из этой задачи следует, что совокупность 
всех характеров конечной абелевой группы образует полную 
систему представлений (см. гл. УП, $ 1) в классе, состоящем 
из одной мультипликативной группы всех комплексных чисел, 
модуль которых равен 1. Такой же результат имеет место 
и для произвольной абелевой группы. 


1/7 Е. С, Ляпин и др. 


ГЛАВА VII 
ТОПОЛОГИЧЕСКИЕ И УПОРЯДОЧЕННЫЕ ГРУППЫ 


$ 1. Метрические пространства 


Пусть М — некоторое множество и р — отображение декартова 
произведения М X М (гл. |, $ 1) в множество вещественных неот- 
рицательных чисел (другими словами, каждой паре (х, у) элемен- 
тов из М сопоставлено вещественное число p(x, у) = 0). Это oTo- 
бражение называется метрическим или метрикой, если выполняются 
следующие условия: 

1) © (x, у) =0 тогда и только тогда, когда X = Y; 

2) р (x, у) =p (у, X) для всяких x, УСМ; 

3) р (x, У) = р (x, 2) -Ер (2, У) для всяких X, у, z EM. 
Множество М, рассматриваемое относительно некоторой заданной 
в нем метрики р, называется метрическим пространством отно- 
сительно метрики р. Элементы метрического пространства назы- 
ваются точками этого пространства. 

Пусть М — метрическое пространство с метрикой р их, у С М. 
Число р (x, у) называют расстоянием между точками X и Y. 

Последовательность {Xp} точек метрического пространства Ha- 
зывается сходящейся к точке Xo Е М, если lim р (хи, Xo) =0. 

n —> 0 
В этом случае пишут Xn —> Xo или lim xp = Xo и говорят, что пре- 
дел Xn равен x. Точка а метрического пространства М называется 
предельной для подмножества А E М, если существует последова- 
тельность Xis Xo ..., Хи, +... различных точек из А, сходящаяся 
к точке а. ый 

Последовательность {Xp} точек метрического пространства М 
называется фундаментальной, если 


Ни © (Хт, Ха) =0. 
n, M —> 


Метрическое пространство М называется полным, если всякая 
фундаментальная последовательность сходится в нем к некоторой 
точке из М. 

Метрическое пространство М называется сепарабельным, если 
в нем имеется счетное множество Å C M такое, что для каждого 
элемента x С М найдется последовательность хи E А, предел Ko- 
торой равен x. Подмножество E метрического пространства М na- 
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зывается компактным в пространстве М, если из любой последо- 
вательности {Xn} точек множества Е можно выделить сходящуюся 
в пространстве М подпоследовательность {Xn}. Метрическое mpo- 


странство называется компактным, если оно представляет собой 
компактное в самом себе подмножество. 

Подмножество E метрического пространства М называется огра- 
ниченным, если найдется такое неотрицательное число А, что для 
любых x, y E E имеет место р (x, у) = А. 

Если ми р метрического пространства М такова, что все 
множество является ограниченным множеством, то р называется 
ограниченной метрикой. 

Пусть в множестве М заданы две метрики р, и р» такие, что 
из сходимости последовательности {Xn} к точке Xo относительно 
метрики р, следует сходимость последовательности {хи} к точке ху 
относительно р;, и наоборот. Тогда метрики р; И рз называют экви- 
валентными. 

Примерами метрических пространств служат так называемые 
п-мерные векторные пространства Ka (n= 1, 2,...), т. e. декартовы 
произведения п множеств всех вещественных чисел А, в которых 
определены сложение и умножение на вещественное число по сле- 
дующим правилам: 

|). {9 аа) ЕВ = 


= (a, + bi, а. bə, ..., an+ bn); 
2) бы ао ла») (а; р, fz R), а метрика p опре- 


делена равенством p(x, 5) =У (tiy) E F Ony, где 
х == (хь, neS Xn), Y= (у, .. - ` Уп) (см. ал 1, 3)). 


8.1.1.У. Для следующих множеств М; определены OTO- 
бражения р; множеств М; Х М; в множество неотрицатель- 
ных вещественных чисел. Выяснить, какие из них являются 
метрическими отображениями: 

1) М, — произвольное множество, 


В,-если хи 


pı (x, „=| (x, y E M) 


|, ели ху 
2) М; — множество вещественных чисел, 
ра (x, У) =|х— | (x, y E М) 
3) M — п-мерное векторное пространство, 
ple У=У IF o F En, 


где x= (Xp sr Ха), Y= rnah 
4) M, = [a] — конечная циклическая группа порядка п, 


ра (a, a’) =|#— L}, 0= А, /< и; 
1[57* 
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5) М; — группа квадратных неособенных матриц TMO- 
рядка 2, 


в (м, )=16,— Dyl, 
где Dy и 0), — определители матриц х и у соответственно; 
6) М; — симметрическая группа Sp 
рв (%, У) =|х()—у(Ю|] (№ y E Sa) 
7) М. — симметрическая группа’ Sp, 


рт (х, у)= max |x(k)—y l — (ху@$5)).. 
вер... | 


8.1.2 Пусть Са, в — множество всех непрерывных на OT- 
резке [а, b] функций. 
1) Доказать, что отображение р: 


р (У, д m TOE (1, gE Са, o) 


является метрическим отображением. | 
2) Будет ли метрикой следующее отображение ри: 


b 


af = \ f — &(%) 4х (F gE Ca, n)? 


a 


8.1.3. В множестве Q задана метрика р. Выяснить, будут ли 
представлять собой метрику следующие отображения $1, фо, Q3: 


1) Ф1 (x, yap (х, у); 

— | , 
я 
3) фз (х, у) = ey) — 1; 
4) 4 (х, =V p(x, у). 


8.1.4. Пусть $ — множество всех числовых последователь: 
ностей, и пусть 


ЕЕ k FE 5 œ) ES, Jal ses Nps ...) ES. 
Положим 


Ek — ча | 


p (x, у) = AIF |" 


из 
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Доказать, что относительно отображения р множество $ об- 
разует метрическое пространство. 

8.1.5. Пусть р — метрика в пространстве Q; k — некото- 
рое вещественное положительное число. Доказать, что ото- 
бражение р, согласно которому 


p(x, у) = ши (р (x, у); k) (w, уЕ®), 


является метрическим. 

8.1.6. Пусть р — метрика в пространстве ®. Выяснить, 
каковы должны быть вещественные числа а и b, чтобы OTO- 
бражение Y, согласно которому 


ф(х, y)=a p(x, УЕ (x, уЕ9), 


также являлось метрикой. 
8.1.7. В множестве Q заданы две метрики р! и ро. Выяс- 
нить, будут ли представлять собой метрику АЯ OTO- 


бражения Фи, Фо, 43: 


1) $1 (x, y) =p (x, y) + p(x, У) 
2) фа (№, у) == еги* 3) -|- еРз (х, У), 


3) pn УВЕ, 


8.1.8. Пусть х, у, г, U — произвольные точки метрического 
пространства с метрикой р; тогда | 


[р (x, У) — p(z, и) | =р(х, 2) +p W, и). 


Доказать. 

8.1.9. Пусть Q — метрическое пространство с метрикой р, 
и пусть х„ у ЕЯ (п=1, 2, ...); тогда, если х„ сходится 
к ^^ СЯ и у, сходится K Yo EQ, то р(хХ Yn) сходится 
к P(X% У). Доказать. 

8.1.10. Пусть в метрическом пространстве Q последова- 
тельность х„ сходится к Xo и хи, сходится к Ху. Доказать, 
ЧТО м 

8.1.11. Пусть в Cia, b) (см. 8.1.2) задана метрика р (f, g) = 
= тах | /(х) — g (x)|, и пусть последовательность Л, Е Синь 
сходится к функции f в смысле метрики Са, o} Будет ли 
последовательность функций f, равномерно сходиться к функ- 
ции f? Пусть последовательность функций Л, Е Са, в равно- 
мерно сходится к функции ЛЕ Са; будет ли последова- 
тельность f, сходиться к f в смысле метрики р? 


7 Е. С. Ляпиин и др. 
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8.1.12. Доказать, что в метрическом пространстве каждая 
сходящаяся последовательность фундаментальна. 

8.1.13. Доказать, что метрическое пространство вещест- 
венных чисел с метрикой p(x, у)=| х — yY | является полным 
пространством. 

8.1.14. Будут ли полными метрическими пространствами 
следующие множества: 

1} множество рациональных чисел R с метрикой p: 


ра (№, У) =|х—у| (х, УЕ КЮ); 


2) множество числовых последовательностей X= (X1, ... 
...› М...) Где Xp сходится к нулю при п—+ со, с метри- 
КОЙ 0%: 


ра (x, У) == шах | £a — Yn |; 
n 


3). множество всех ограниченных непрерывных функций, 
заданных на вещественной прямой, с метрикой pz: 


# 
i 


pU, 2) = sup 110) — g (x)|; 


4) множество всех непрерывных функций, заданных на 
отрезке |a, b], с метрикой р из 8.1.2, 1)? 

8.1.15. Пусть в множестве Ю всех вещественных чисел 
введена метрика ро из 8.1.1, 2). Доказать, что R является cena- 
рабельным метрическим пространством. 

8.1.16.У. Пусть Са, bo) — метрическое пространство непре- 
рывных функций, заданных на отрезке [а, b], с метрикой р 
из 8.1.2, 1). Доказать, что Са, b} сепарабельно. 

8.1.17.У. Пусть My — множество всех вещественных Orpa- 
ниченных функций, определенных на бесконечном множестве T. 
Можно ли в множестве Мг ввести метрику так, чтобы My 
являлось несепарабельным метрическим пространством? 

8.1.18. Будут ли компактными метрическими простран- 
ствами следующие множества: 

1) множество вещественных чисел относительно метрики р: 


p(x у)=|х—у| (№ уЕК) 
2) п-мерное векторное пространство KR, относительно 


метрики p(x, у)==У (м -— и... (и, — Yn, где s= 
= (xı, ...) хп), Y = (Yp ...) У); 
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3) прастранство всех функций, непрерывных на отрезке 
[а, b], с метрикой р из 8.1.2, 1). 

8.1.19. Доказать, что отрезок является компактным мно- 
жеством в метрическом пространстве вещественных чисел 
(см. 8.1.13). 

8.1.20.У. Доказать, что любая метрика эквивалентна огра- 
ниченной метрике. 

8.1.21.Т. Доказать, что компактное подмножество метри- 
ческого пространства ограничено. 

8.1.22.Т. Доказать, что компактное метрическое простран- 
ство полно. 

8.1.23.Т. Пусть заданы метрические пространства М и N, 
и пусть R= M X N — декартово произведение множеств М 
и N. Определим отображение р, множества RX R следую- 
щим образом: 


р: [(Хь Ул), X» уз] =р(хь №) -Е РО, Уз) 
(м, № Е М; Yr Ya EN). 


Доказать, что R является метрическим пространством отно- 
сительно отображения ру. 

Примечание. Пространство R называется произведе- 
нием пространств М и N. 

8.1.24. Пусть метрические пространства М и М компактны. 
Доказать, что их произведение также компактно. 

8.1.25. Пусть метрические пространства М и N полны. 
Доказать, что их произведение МХ N также является полным 
пространством. 

8.1.26. Пусть М и N — сепарабельные метрические Ipo- 
странства. Доказать, что их произведение также является 
сепарабельным пространством. 

8.1.27. Пусть М — метрическое пространство с метрикой р 
и М’ — подмножество М. Определим отображение р’ множества 
M X M’ в множество вещественных неотрицательных чисел: 


P(e, У)=р(х, У) (X, y EM) 
Доказать, что относительно отображения р’ множество М’ 
является метрическим пространством. 
Примечание. Пространство М’ называют подирост- 
ранством М. 
8.1.28. Доказать, что всякое подпространство сепарабель- 
ного метрического пространства сепарабельно. 


7# 
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8.1.29. Доказать, что всякое подпространство компактного 
метрического пространства компактно. 

8.1.30. Пусть Ю — метрическое пространство веществен- 
ных чисел в 8.1.13. Доказать, что в Ю существуют компакт- 
ные подпространства. 

Примечание. Результат сравнить с задачей 8.1.18, 1). 

81.3: Пусть М—=={; 1,22, 3,:..; п. д.р .Рассмотрим 
следующее отображение р множества МХ М: 


9; вси = 
ei = 1 ели ри] -четные >27} 
2, если или i или j нечетное (i Æ j). 


Проверить, что р является метрикой на множестве М, 
и доказать, что р эквивалентна метрике из задачи 8.1.1, 1). 

8.1.32. Пусть G= [a] — бесконечная циклическая группа. 
Рассмотрим отображение р множества @Х СО в множество 
неотрицательных вещественных чисел: 


(а аа ЕН.) 


Проверить, что отображение р является метрикой, и доказать, 
что. р эквивалентна метрике из задачи 8.1.1, 1). 


$ 2. Группы непрерывных преобразований 
метрического пространства 


Преобразование f метрического пространства М называется 
непрерывным, если для всякой точки XEM и всякой последова- 
тельности Xi, Xas ..., Хи, ..., Сходящейся к точке Xo, последова- 
тельность F (x1), f (хз), ..., Л (хп), ... сходится к точке f(x). Обра- 
тимое преобразование f метрического пространства М называется 
взаимно непрерывным, если f само непрерывно и обратное к нему 
преобразование также непрерывно. 

Совокупность всех обратимых взаимно непрерывных преобразо- 
ваний метрического пространства М образует группу относительно 
действия суперпозиции преобразований (см. 8.2.6). Группа обрати- 
мых преобразований G метрического пространства М такая, что 
всякий элемент f из G является непрерывным преобразованием, 
называется группой непрерывных преобразований М. 

Пусть @ —группа непрерывных преобразований метрического 
пространства М, и пусть f, ЕС. Тогда если существует 


per (f (x), g (х)), 


то естественно сопоставить паре элементов (f, g) число 
р* (f, 8) = sup p (f (x), & (х)). 
хХЕМ 
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Если для каждой пары элементов f, 2С@ существует число 
sup p(l (2), g(x)), TO р* является метрикой в множестве G (см. 8.2.17). 
xE 


Обычно р* называют естественной метрикой группы непрерывных 
преобразований метрического пространства М 

Существуют такие метрические пространства, что в группе 
непрерывных преобразований этих пространств нельзя ввести естест- 
венную метрику (см. 8.2.22). Оцнако в каждом метрическом прост- 
ранстве М с метрикой р существует ограниченная метрика ру, Экви- 
валентная метрике р. В группе непрерывных преобразований мет- 
рического пространства М относительно метрики р, уже, конечно, 
можно ввести естественную метрику (см. 8.2.23). 

Обратимое преобразование f метрического пространства M c 
метрикой р называется изометрическим преобразованием или Qeu- 
жением пространства М, если для всяких x, УСМ имеет место 


р (F(x), FON == р (x, У). 


Если R, — трехмерное эвклидово пространство, то Rg является MET- 
рическим пространством относительно метрики 8.1.1, 3) и, следова- 
тельно, можно говорить о движениях метрического пространства Kz. 
Понятие движения метрического пространства АК. совпадает с No- 
нятием движения трехмерного пространства, которое рассматрива- 
лось в гл. Ш, § 5 (см. 8.2.10). Таким образом, понятие движения 
метрического пространства есть обобщение понятия движения пря- 
мой, плоскости, трехмерного пространства, и, следовательно, настоя- 
щий параграф в той его части, которая посвящена движениям, 
является продолжением $ 5 гл. Ш. 


8.2.1. Пусть М — метрическое пространство и Xo — фикси- 
рованная точка М. Доказать, что преобразование f такое, что 
f(x)= x для всех x EM, является непрерывным преобразо- 
ванием M. 

8.2.2. Пусть М — метрическое пространство с метрикой р: 


0; если L= y; 


вм. S11 
Е: веба ху )) 


р (х n=] 


Доказать, что всякое преобразование М является непрерывным 
преобразованием, а всякое обратимое преобразование М 
является взаимно непрерывным. 

8.2.3. Какие из следующих функций являются непрерыв- 
ными преобразованиями метрического пространства вещест- 
венных чисел (см. 8.1.1, 2)): 


Ол@=м-5; 


2) h= ар 
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|, если х — рациональное число; 


3) h(x) == | 


0, если х — иррациональное число; 


4) fi (х) =ах--Ь, где аи В — фиксированные вещест- 
венные числа; 


5 R=] Б eem- ilS 


0, если |х|=2. 


8.2.4. Пусть R — метрическое пространство вещественных 
чисел с метрикой 8.1.1, 2). Какие вещественные функции, 
определенные на всем К, являются непрерывными преобразо- 
ваниями R, какие взаимно непрерывными? 

8.2.5.Т. Доказать, что произведение двух непрерывных 
преобразований метрического пространства является непре- 
рывным преобразованием. 

8.2.6.Т.У. Доказать, что совокупность всех взаимно непре- 
рывных обратимых преобразований метрического пространства 
образует группу преобразований. 

8.2.7. Доказать, что любое движение метрического прост- 
ранства М является взаимно непрерывным преобразованием М. 

8.2.8. Пусть Ю; — трехмерное векторное пространство. 
Введем в R}, метрику, как указано в 8.1.1, 3). Обозначим 
через Ф некоторую фигуру в R} (некоторое подмножество К.), 
а через @ — группу самосовмещений фигуры Ф (см. гл. Ш, $ 5).. 
Доказать, что @ является группой непрерывных преобразова- 
ний метрического пространства К.. 

8.2.9.У. Доказать, что совокупность всех движений метри- 
ческого пространства образует группу непрерывных преобра- 
зований. 

8.2.10. Пусть М — трехмерное векторное пространство, 
и пусть в М введена метрика, как указано в 8.1.1, 3). Дока- 
зать, что преобразование f метрического пространства М 
является движением метрического пространства тогда и только 
тогда, когда f удовлетворяет определению движения, данному 
в гл. Ш, § 5. | 

8.2.11. Пусть R — метрическое пространство веществен- 
ных чисел (см. 8.1.1, 2)). Рассмотрим множество Q всевозмож- 
ных преобразований $ множества R, определяемых следую- 
щим образом: s(x)=x -+a (x € R), где а — произвольное, но 
фиксированное вещественное число. Доказать, что каждое 
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преобразование из G является движением метрического про- 
странства Ю. Образует ли @ группу непрерывных преобразо- 
ваний? 

8.2.12. Пусть R, является п-мерным векторным простран- 
ством. Введем в К, метрику, как указано в 8.1.1, 3). Pac- 
смотрим совокупность G всех преобразований f, метрического 
‘пространства R, задаваемых формулой 


Л, (хь Хэ, $: *3 Xn) = (0X1, AX k, AX n), 


где (Xo X» ..., Xn) E Ra; а — произвольное отличное OT нуля 
вещественное число. Доказать, что каждое f, является обра- 
тимым взаимно непрерывным преобразованием К, и что G 
образует группу непрерывных преобразований R, 

8.2.13. Пусть R, является и-мерным векторным простран- 
ством. Введем в R, метрику, как указано в 8.1.1, 3), и пусть 
G — совокупность всех невырожденных линейных преобразо- 
ваний пространства Ю, на себя. Доказать, что каждое ЛЕО 
является взаимно непрерывным преобразованием метрического 
пространства R, и G образует группу непрерывных преобра- 
зований К,. 

8.2.14. Пусть Г — непрерывное преобразование метриче- 
ского пространства М и М’ — компактное подмножество М. 
Доказать, что образ М’ при преобразовании f является KOM- 
пактным подмножеством. 

8.2.15. Пусть /— непрерывное преобразование компакт- 
ного метрического пространства с метрикой р. Тогда для вся- 
кого => 0 найдется такое 8`>0, что для всех x, y EM 
таких, что р(х, у) < ð, имеет место неравенство 


p (f(x) FOD < с. 
Доказать. 


8.2.16.У. Пусть М — компактное метрическое пространство 
с метрикой р, и пусть f и g— непрерывные преобразования 
пространства М; тогда существует 


max p (f (x) #(х)). 
xeM 


Доказать. 
8.2.17. Пусть М — метрическое пространство с метрикой р 
и А — группа непрерывных преобразований пространства М 
такая, что для всяких f, g € G существует sup р (Л (х), =(х)). 
xeM 
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Тогда отображение р*: 


р* (У, & == sip p (9), g(x) 


является метрическим отображением множества @Х G, т. e. G 
допускает естественную метрику. Доказать. 

8.2.18.У. Пусть @-— группа всех движений компактного 
метрического пространства М (см. 8.2.9). Доказать, что в G 
можно ввести естественную метрику. 

8.2.19.У. Пусть @— группа всех движений компактного 
метрического пространства М, и пусть в С введена естест- 
венная метрика р* (см. 8.2.18). Доказать, что @ является 
компактным метрическим пространством. 

8.2.20. Пусть @ — группа взаимно непрерывных преобра- 
зований метрического пространства R вещественных чисел 
(см. 8.1.1, 2)), определенная в 8.2.11. Можно ли ввести в G 
‘естественную метрику? 

8.2.21. Пусть М — множество точек отрезка [0, 1]. Рас- 
смотрим отображение р, согласно которому 


р(х, у)=|х— y| (x, y € M). 


Проверить, что р — метрическое отображение. Пусть @— 
группа всех обратимых взаимно непрерывных преобразова- 
ний M (см. 8.2.6). Доказать, что в Q можно ввести естест- 
венную метрику. 

8.2.22. Пусть @ — группа взаимно непрерывных преобра- 
зований метрического пространства Ю вещественных чисел 
(см. 8.1.1. 2)), определенная так же, как в 8.2.12. Можно ли 
ввести в С естественную метрику? 

8.2.23.У. Доказать, что в каждом метрическом простран- 
стве М с метрикой р существует метрика ро, эквивалентная 
метрике р, такая, что в группе непрерывных преобразований М 
относительно ру можно ввести естественную метрику. 


$ 3. Топологические пространства 


Пусть А — некоторое множество. Преобразование $ множества 
Hpg всех подмножеств А называется операцией замыкания на MHO- 
жестве А, если $ удовлетворяет следующим условиям: 

1) если M Œ А состоит из одного элемента, то $ (М) =М 

2) если М, NE Hpg, то $ (М U М) =+(М) U (м) 


3) 3 (ẹ (М)) =$(М) для всякого МЕНр. 
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Множество $ (М) (М € H p) называется замыканием подмножества 


М и обозначается через М. Этого обозначения будем придержи- 
ваться в дальнейшем. В случае, когда для множества А задано 
преобразование ф множества всех подмножеств А, являющееся опе- 
рацией замыкания, то говорят, что операция замыкания ọ опреде- 
ляет топологию в Runn что в R введена топология. Множество R 
называют топологическим пространством относительно операции 
замыкания ф. 

Подмножество F топологического пространства А называется 


замкнутым, если F= F. Другими словами, замкнутые множества и 
только они являются неподвижными точками преобразования $. 
Множество GC R называется открытым, если RN Я — замкнутое 
множество (см. гл. |, § 1). 

Некоторая система открытых множеств X} топологического про- 
странства А называется базисом, если каждое открытое подмно- 
жество А может быть представлено в вице объецинения множеств 
из У. 

Очевидно, что каждое топологическое пространство имеет ба- 
зис. Отображение f топологического пространства R в топологиче- 
ское пространство А’ называется непрерывным, если для всякого 


множества М Œ А выполнено соотношение f (М) cf (M). 
Отображение f топологического пространства R на топологи- 
ческое пространство А’ называется гомеоморфным, или топологи- 
ческим, если оно: 
1) взаимно однозначно; 


2) сохраняет операцию замыкания, т. €e. f (М) =f (М) для Bca- 
кого MER. 

Таким образом, гомеоморфные топологические пространства 
могут отличаться лишь природой или обозначением элементов. 

Отображение f топологического пространства R в топологиче- 
ское пространство А’ называется открытым, если всякое откры- 
тое множество U топологического пространства R переходит при 
отображении f в открытое множество f (U). 


8.3.1.Т. Пусть М — метрическое пространство и Ни— 
множество всех подмножеств М. Положим $(М”) =M (M C Ни), 


где M’ состоит из всех элементов M’ n всех его предельных 
точек. Доказать, что множество M является топологическим 
пространством относительно преобразования Q. 

8.3.2. Для следующих множеств А; (1==1, 2, 3, 4, 5) за- 
даны преобразования Y; множества всех подмножеств А;. 

Какие из указанных преобразований являются операциями 
замыкания? 

1) А, — некоторое бесконечное множество. Если М — ко- 
нечное подмножество, то 9; (М) = М; если М — бесконечное 
подмножество, то 94 (М) = A, 
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2) А, = {ap аи, а, ..., а, ..). Если М — конечное Not- 
множество, то фз (М) = М; если М бесконечное, то 
99 (М) = М U Ag. 
3) A = {aū}, а», аз}, причем, если М = {a} аз\, то 


фз (M) = faz, a}. 


- 4) АА ={..., а» Ap ao Ap ap ...}. Для любого Мс A; 
положим $: (М) = М |] ao. 

5) Ав = {а, а» ..., а, ..}. Если М — бесконечное под- 
множество, то $; (М) = М. Если M= {ai> ..., Aip то 

g (М) = М {ам ап, -h где п== шах (4, 1, ..., №. 


8.3.3. Пусть А — произвольное множество. Доказать, что 
в Д можно ввести топологию и притом единственным образом 
так, чтобы любое подмножество А в этой топологии было 
открытым множеством. 

Примечание. Указанная в задаче топология называется 


дискретной. 

8.3.4. Пусть А == fao, a, а», .... Определим  замыка- 
ние на множестве всех подмножеств А, как указано в задаче 
8.3.2, 2). 


Выяснить, какие из перечисленных ниже подмножеств 
открыты, какие замкнуты. 


ВМ, = {а аа 

2) М. AS {an а» ..., ав; 

3) М; = {а а, аз!; 

4) М, —а%; а, аз, аз, ... 

5) М; = fap а» ав аъ ..., p ..4. 


8.3.5. Пусть R — топологическое пространство, М и N — 
произвольные подмножества Ю. Доказать, что выполняются 
следующие соотношения: 


1) Ме M; 2) если М <= № то Ме № 3) MANNS MAN; 
4) если М — конечное подмножество R, то M = M. 


8.3.6. Пусть Е — положительное число, а ху — произволь- 
ный фиксированный элемент метрического пространства К. 
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Доказать, что совокупность всех элементов х © R таких, что 
р(х, Xo) <k, образует замкнутое множество относительно 
топологии, определенной в 8.3.1. 

8.3.7. Пусть Ю, — множество всех вещественных чисел. 
Введем в КЮ, топологию относительно метрики p(x, у)= 
—=|х — y| (х, ус R), как указано в 8.3.1. Доказать, что 
в полученном топологическом пространстве каждое открытое 
множество есть объединение счетного числа замкнутых мно- 
жеств. 

Примечание. Топологическое пространство Ro назы- 
вают обычно вещественной прямой. 

8.3.8. Пусть А — некоторое множество точек на вещест- 
венной прямой. Обозначим через А’ множество всех предель- 
ных точек А. Существует ли на прямой множество 
А, такое, что A= (A) непусто, а множество Ау’ ==(А,) 
пусто? 

8.3.9. Найти замыкание множества всех рациональных точек 
вещественной прямой (см. 8.3.7). 

8.3.10.Т. Доказать, что в топологическом пространстве: 

1) пересечение произвольного множества замкнутых мно- 
жеств есть замкнутое множество; 

2) объединение конечного множества замкнутых множеств 
есть замкнутое множество. 

8.3.11. Пусть М — метрическое пространство, в котором 
введена топология, как указано в 8.3.1; А — произвольное 
положительное число. Доказать, что для любого ху = М сово- 
купность всех точек х Е М таких, что p(X, хо) < k, образует 
открытое множество. 

8.3.12. Доказать, что всякое замкнутое множество F на 
вещественной прямой (см. 8.3.7) есть пересечение счетного 
множества открытых множеств. 

8.3.13.Т. Доказать, что в топологическом пространстве: 

1) объединение произвольного множества открытых мно- 
жеств есть открытое множество; 

2) пересечение конечного множества открытых множеств 
есть открытое множество. 

8.3.14. Пусть в полном метрическом пространстве М с мет- 
рикой р топология введена так, как указано в 8.3.1. Доказать, 
что всякое замкнутое подмножество М’ C М является полным 
метрическим пространством относительно метрики р’, рассма- 
триваемой на M’ (см. 8.1.27). 
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8.3.15. Пусть М — некоторое подмножество топологиче- 
ского пространства R и » — совокупность всех замкнутых 
подмножеств из R, содержаших М. Обозначим через D nepe- 


сечение всех множеств из №. Доказать, что M= D. 
8.3.16. Пусть Ю — вещественная прямая (см. 8.3.7). Суще- 
ствуют ли такие различные множества Р, Р.С. К, что 


F, = F,? ` 
8.3.17. Пусть М — метрическое пространство C метрикой p; 


п — натуральное число, Xo — точка пространства М. Обозна- 
чим через È совокупность всех множеств Mye „СМ, состоя- 


l 
щих из всех элементов х Æ М, для которых p(X, х) <. 


Доказать, что » образует базис в топологии, введенной в 8.3.1. 

8.3.18.Т. Для того чтобы система открытых множеств » 
топологического пространства R была базисом, необходимо 
и достаточно, чтобы для каждого открытого множества GC R 
и всякой точки а © G нашлось множество (© » такое, что 
аЕ UC G. Доказать. Каждое ли топологическое пространство 
имеет базис? 

8.3.19. Пусть МС R, где R — топологическое простран- 


ство, и пусть » — базис R. Доказать, что a@& М тогда и 
только тогда, когда для каждого U из È, содержащего а, 
пересечение множеств U n М не пусто. 

8.3.20.Т. Пусть > — базис топологического пространства R, 
тогда: 


1) для всяких двух различных. а, ВЕК найдется UE È 
такое, что а Е U, но b Æ U, 

2) для всяких U, VE È n для всякого a E Uf У най- 
дется С >» такое, что a © ИС Uf V. Доказать. 

8.3.21.Т.У. Пусть R — некоторое множество и >» — неко- 
торая совокупность его подмножеств, для которой выполнены 
следующие условия: 

1) для всяких двух различных точек а и В из К найдется 
такое множество U из »Х, что а Е U, но b Æ 0; 

2) для всяких двух множеств Ги V из È, содержащих 
точку a © R, найдется такое множество W из È, что 
aC WCUNMVFY. 

Пусть М — произвольное подмножество К. Обозначим 
через М совокупность всех элементов а Е К, для которых 
всякое множество U из », содержащее а, имеет с М непу- 
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стое пересечение. Рассмотрим преобразование ф множества 


всех подмножеств R такое, что Ф(М)= М. Доказать, что 
преобразование ọ является операцией замыкания. Будет ли È 
базисом полученного топологического пространства? 

Примечание. Сравнить результаты задач 8.3.20 и 8.3.21. 

8.3.22. Пусть К, — вещественная прямая (см. 8.3.7). Рас- 
смотрим систему È, состоящую из всех открытых промежут- 
ков, концами которых служат рациональные числа. 

1) Образует ли » базис вещественной прямой? 

2) Доказать, что » удовлетворяет условию задачи 8.3.21. 

3) Пусть в Ro введена топология с помощью системы », 
как указано в 8.3.21. Будет ли полученная топология совпа- 
дать с топологией, введенной в 8.3.7? 

8.3.23. Пусть М — метрическое пространство, а f — непре- 
рывное преобразование М (см. гл. УШ, $ 2). Определим в М 
топологию, как указано в 8.3.1. Является ли f непрерывным 
преобразованием топологического пространства М? 

8.3.24. Пусть Са, o} — метрическое пространство непрерыв- 
ных функций, заданных на отрезке [а, b], с метрикой 8.1.2, 1). 
Определим в Са, b} топологию, как указано в 8.3.1. Пусть Ro — 
множество вещественных чисел с топологией, введенной в 8.3.7. 

Непрерывны ли следующие отображения Сшы в mpo- 
странстве Ro: 


1) Fi@)=y (a) ОС Ca,» | 
2) F9) = hor ly (x)| W E Ca, vi); 


3) Fa == ee (e) O E Ca, o); 


b 


4) Fiw) =y de WE Ca, o) 


a 


5) Fş(y) равно 0, если y(x) принимает хотя бы одно 
отрицательное значение; Рь (у) равно t/a если у(х)==0 при 
всех x; Р,(у) равно 1, если у (х) =0 и y(x) 0 хотя бы 
при одном Xo? 

8.3.25. Пусть = — взаимно однозначное отображение TONO- 
логического пространства R на себя, и пусть g и =! — He- 
прерывные преобразования. Всегда ли g является гомеомор- 
физмом топологического пространства R на себя? 
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8.3.26.Т. Для того чтобы отображение g топологического 
пространства R в топологическое пространство К’ было непре- 
рывным, необходимо и достаточно, чтобы полный прообраз 
любого замкнутого множества Р’С. К’ при отображении g был 
замкнутым множеством. Доказать. 

8.3.27.Т Для того чтобы отображение g топологического 
пространства R в К’ было непрерывным, необходимо и доста- 
точно, чтобы полный прообраз любого открытого множества 
(ГС К при отображении g был открытым множеством. 
Доказать. 

8.3.28.Т.У. Для того чтобы отображение g топологиче- 
ского пространства R в топологическое пространство №’ было 
непрерывным, необходимо и достаточно, чтобы для каждой 
точки а Е К и каждого открытого множества (С. К’, содержа- 
щего g'= g(a), нашлось бы открытое множество U C R такое, 
что g(U)C U’. Доказать. 

8.3.29.Т.У. Для того чтобы отображение g топологиче- 
ского пространства К в топологическое пространство К’ было 
открытым, необходимо и достаточно, чтобы для каждой 
точки а Е К и каждого открытого множества U, содержащего а, 
нашлось такое открытое множество (ЛС. К’, содержащее 
а’ = g (a), что (7 С. (И). Доказать. 

8.3.30.Т.У. Пусть Н — декартово произведение топологи- 


ческих пространств К, К,..., Rap Для произвольных откры- 
тых множеств (Л, U» ..., Un (И: С К;) обозначим через 
(U U» ..., Un) множество всех элементов из H, предста- 
вимых в виде (Xi, X» ..., Xn) где x; & U; Обозначим 
через >» совокупность всех множеств (Ui, U» ..., Un), 
где (Л, U» ..., Un — произвольные открытые множества из 
К, Rọ ..., R, соответственно. Пусть в множестве всех 


подмножеств Н введено преобразование так, как указано 
в 8.3.21. Доказать, что относительно введенного преобразо- 
вания H образует топологическое пространство. . 

Примечание. Полученное топологическое простран- 
ство Н называется прямым произведением топологических 
пространств Ri, ..., Rp 

8.3.31. Пусть М — метрическое пространство с метрикой р, 
и пусть М’ — метрическое пространство, состоящее из всех 
элементов M, причем метрика в M’ определена следующим 


образом: 
ра (х, у) = kp (x, y) (x, y E M’) 
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(Е — фиксированное положительное число; см. 8.1.6). Опре- 
делим топологии в М и М’, исходя из метрик р и ри, как 
указано в 8.3.1. Будут ли полученные топологии совпа- 
дать? 

8.3.32. Пусть С — множество всех непрерывных функций, 
заданных на отрезке [а, 6]; введем в С метрики, как указано 
в 8.1.2, 1) и 2). Исходя из этих метрик, определим в С 
топологии (см. 8.3.1). Будут ли полученные топологии сов- 
падать? 

8.3.33. Пусть Н — прямое произведение п топологических 
пространств вещественных прямых (см. 8.3.7). Определим в H 
метрику р: 


I= ь. о e У... ЖЕН 
р(х, D= V би — я -... Ни — ул». 


Введем в H топологию, исходя из метрики р (см. 8.3.1). Дока- 
зать, что исходная топология (см. 8.3.30) совпадает с тополо- 
гией, введенной с помощью метрики р. 

8.3.34.Т. В множестве Ю введены различные топологии 
с базисами È; и È соответственно (см. 8.3.18). Пусть для 
каждого множества U из ©; и всякой точки а © U найдется 
такое (/ из È, что aC ТС. U, и для каждого У’ из È, и 
всякой точки а’ С У” найдется множество VŒ È, такое, что 
а С VC У’. Доказать, что топологии эти совпадают. 

8.3.35. Сформулировать и доказать утверждение, обратное 
утверждению задачи 8.3.34. 

8.3.36. Пусть в множестве М даны две эквивалентные 
метрики pı и рэ. Доказать, что топологии, введенные в М, 
исходя из метрик р! и ра (см. 8.3.1), совпадают. 


$ 4. Топологические группы 


Пусть в множестве G задано некоторое действие (будем назы- 
вать его умножением), относительно которого @ является группой, 
и операция замыкания, относительно которой @ является топологи- 
ческим пространством. Множество G, рассматриваемое относительно 
этого действия и этой топологии, называется топологической груп- 
пой, если выполнены следующие условия: для любых двух элемен- 
тов а, bE G и всякого открытого множества W, содержащего аб", 
найдутся такие открытые множества U n И, что ас U, bEV nm 
ОУ 1 с W, где V~! — совокупность всех элементов, обратных к эле- 
ментам из И. 
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Смысл последнего условия, связывающего групповое действие 
с топологией, заключается в следующем: 

1) каждый левый сдвиг G (см. гл. УП, $ 2) является непрерыв- 
ным преобразованием QG; 

2) преобразование G, заключающееся во взятии обратного эле- 
мента для каждого элемента из G, является непрерывным преобра- 
зованием С (см. 8.4.5, 8.4.40). 

Множество элементов топологической группы G, рассматривае- 
мое только относительно группового действия, будем называть 
алгебраической группой. Указанное выше определение не противо- 
речит определению гл. l, $ 6, ибо в каждой группе G можно ввести 
топологию так, чтобы @ относительно этой топологии являлась 
топологической группой (см. 8.4.15). Вообще в этом параграфе, рассма- 
тривая понятие группы, подгруппы, гомоморфизма и тому подобное 
в отношении лишь группового действия, мы будем обычно -добав- 
лять прилагательное «‹алгебраический»: алгебраическая подгруппа, 
алгебраический гомоморфизм, алгебраический изоморфизм и т. п. 
Обычно не вызывает недоразумений то, что алгебраическую группу 
обозначают той же самой буквой, что и исходную топологическую 
группу. Мы будем придерживаться такого же обозначения. 

Некоторое подмножество H топологической группы @ назы- 
вается подгруппой топологической группы G, если: 

1) Н есть подгруппа алгебраической группы С; 

2) Н есть замкнутое подмножество топологического простран- 
ства G. 

Подгруппа N топологической группы G называется ее нормаль- 
ным делителем, если N есть нормальный делитель алгебраической 
группы G. 

Отображение f топологической группы С@ на топологическую 
группу С’ называется топологическим изоморфизмом или просто 
изоморфизмом, если: 

1) f является изоморфным отображением алгебраической груп- 
пы С на алгебраическую группу С’; 

2) f является топологическим отображением топологического 
пространства G на топологическое ‘пространство ig 

Отображение g топологической группы @ в топологическую 
группу С’ называется гомоморфным, если: 

1) = является гомоморфизмом алгебраической группы G в алгеб- 
раическую группу С’; 

2) = является непрерывным отображением топологического 
пространства С в топологическое пространство С’. 

Гомоморфное отображение f топологической группы G в TONO- 
логическую группу С’ называется открытым, если f есть открытое 
отображение топологического пространства С в топологическое 
пространство С”. 

Пусть Г — топологическое пространство, и пусть @ — некото- 
рая топологическая группа обратимых преобразований простран- 
ства Г (см.гл. Ш,$ 2). Пусть в G для всяких x E G иёЁ С Ги вся- 
кого открытого множества Ус- Г, содержащего т найдутся откры- 
тые множества UC G и ФС Г такие, что x EU, Е СФ и для всяких 
хе Ци СФ имеет место х' (Е W. Тогда G называют непрерыв- 
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ной группой преобразований топологического пространства Г. Все 
преобразования хе G являются топологическими (см. 8.4.30). 

Непрерывная группа преобразований пространства Г называется 
транзитивной, если транзитивна алгебраическая группа G преобра- 
зований Г (см. гл. ТУ, $ 9). 


8.4.1. Для следущих групп Gu, @ заданы преобразования 
ọ; (1=1, 2) множества всех подмножеств Gj. Определить, Ka- 
кие из групп Q; являются топологическими группами: 

1) а, — некоторая группа; ọ, (М) = М для ‘любого М С. Qi; 

2) Ц, — бесконечная циклическая группа [a]. 

Если М — конечное подмножество, то $. (М) == М. Если 
М — бесконечное подмножество, то $ (М) = M (Je. 

8.4.2. Пусть D — вещественная прямая (см. 8.3.7). Будет ли D 
топологической группой относительно обычного сложения? 

8.4.3. Пусть Ra является п-мерным векторным простран- 
ством, и пусть в R, введена метрика 


р [(х1, ...) En) (уь ...› Yn) = 
=V (и — yF F c. F (£n — Yn) 


Определим в К, топологию так, как указано в 8.3.1. Будет 
ли R, топологической группой относительно обычного сло- 
жения векторов? 

8.44. Пусть О — множество вещественных матриц a = (а, iz) 
порядка A с определителем, отличным OT нуля, и пусть k — 
натуральное число. Рассмотрим систему È, состоящую из всех 
множеств Uap таких, что (Л, содержит те и только те мат- 
рицы х == (х;,), для которых |х;;, — а;; | ль. n). 
Доказать, что с помощью системы » можно определить TONO- 
логию в С@ так, что в полученной топологии È будет являться 
базисом С (см. 8.3.21). Будет ли G топологической группой 
относительно введенной топологии и обычного умножения 
матриц? 

8 4.6.У. Доказать, что, если а — фиксированный элемент 
топологической группы Q, то каждое из указанных ниже 
отображений является топологическим отображением простран- 
ства G на себя: 

1) (4) = xa (x € Q); 

2) fa (x)= ax (x Е G); 

3) A= («Е д) 
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8.4.6. Пусть F — замкнутое множество топологической 
группы G, U — открытое подмножество Q, а — фиксированный 
элемент из G, P — произвольное подмножество G. Будут ли 
замкнуты Ра, aF, Ft? Будут ли открыты UP, РИ, U+? 

8.4.7.Т. Пусть @ — топологическая группа и а, В — произ- 
вольные элементы из G. Доказать, что найдется такое TONO- 
логическое отображение f пространства G на себя, что f(a) =b. 

8.4.8.Т. Пусть >* — совокупность всех открытых множеств 
топологической группы Q, содержащих единицу. Рассмотрим 
систему È, состоящую из всех множеств вида QU, гдеа Е (, 
ИЕ >*. Доказать, что ХФ» — базис топологического про- 
странства G. 

8.4.9. Пусть  — аддитивная группа целых чисел, а — про- 
извольный элемент из Фи р, — произвольное фиксированное 
простое число. Обозначим через Upa множество всех целых 
чисел вида а-- 6" (b С G). Пусть совокупность УХ» состоит 
из всех множеств Uga (k — натуральное число, а € G). Moka- 
зать, что Šp, удовлетворяет условиям задачи 8.3.21. Будет 
ли G топологической группой относительно топологии, опре- 
деляемой совокупностью Šp, и обычного сложения? 

Пусть pÆ q — лва простых числа. Будут ли совпадать 
топологии, введенные в @ с помощью систем >, и У? 

8.4.10. Пусть D — вещественная прямая. D является TONO- 
логической группой относительно сложения (см. 8.4.2). Обо- 
значим через С алгебраическую подгруппу целых чисел. Будет 
ли С топологической подгруппой группы 0? 

8.4.11.У. Пусть Q — множество точек плоскости, @ есть 
топологическая группа относительно действия и топологии, 
введенных в 8:4.3. Обозначим ‘через M множество точек прямой 
с угловым коэффициентом &, через H — множество всех точек 
с целочисленными координатами. 

1) Будут ли H и М подгруппами топологической группы G? 

2) Выяснить, при каких & множество P = H + М замкнуто. 

8.4.12.Т.У. Пусть @ — топологическая группа и H —- под- 


группа алгебраической группы G. Всегда ли Н является под- 
группой топологической группы Q? 

8.4.13.Т.У. Пусть @ — топологическая группа, и пусть № — 
нормальный делитель алгебраической группы G. Доказать, 


что М является нормальным делителем топологической 
группы G. 
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8.4.14. Пусть $ — алгебраический изоморфизм топологиче- 
ской группы @ на топологическую группу @’, являющийся 
непрерывным отображением. Всегда ли ф является топологи- 
ческим изоморфизмом? 

8.4.15. Пусть в алгебраической группе G система » состоит 
из всех подмножеств G. Доказать, что: 1) существует и при- 
том единственная топология в @ при которой » является 
базисом; 2) относительно введенной топологии G образует 
топологическую группу; 3) введенная топология является диск- 
ретной топологией (см. 8.3.3). Будет ли всякая алгебраическая 
подгруппа G топологической подгруппой G? Будет ли любой 
алгебраический изоморфизм G на топологическую группу Q 
непрерывным отображением G на @’? Будет ли всякий алгеб- 
раический изоморфизм G на топологическую группу Q’ TONO- 
логическим изоморфизмом G на С’? | 

Примечание. Группа с дискретной топологией назы- 
вается дискретной группой. 

8.4.16. Пусть Ю — топологическая группа вещественных 
чисел по сложению (см. 8.4.2). Пусть Ю — множество всех 
положительных вещественных чисел. Определим следующее 
отображение множества всех подмножеств R} в себя: пусть 


МС Rọ поставим в соответствие М множество М, состоящее 

из всех элементов а © Rp для которых существует последо- 

вательность а, © М такая, что lim а„=а. Доказать, что: 
n —> 0 

.1) введенное отображение определяет топологию в Rọ 

2) относительно введенной топологии и действия умноже- 
ния Ra образует топологическую группу. Изоморфны ли TONO- 
логические группы Ro и Ro? 

8.4.17.Т.У. Пусть Н — алгебраическая подгруппа тополо- 
гической группы G. Для того чтобы H была топологической 
подгруппой группы G, необходимо и достаточно, чтобы суще- 
ствовало открытое множество U, для которого Я 
=U QNH + Œ. Доказать. 

8.4.18. Пусть @ — топологическая группа неособенных 
вещественных матриц порядка п (см. 8.4.4). Какие из следую- 
щих подмножеств будут подгруппами Q, какие нормальными 
делителями С: 

1) множество всех неособенных матриц с рациональными 
онределителями; 

2) множество всех неособенных диагональных матриц; 
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3) множество всех неособенных матриц вида 


асе: 9 

аа üg 0... 0 
. . e. . . . . Й 

Ani Чл Ana ... Ann 


4) множество всех матриц с определителем, равным 1? 

8.4.19.Т.У. Пусть @ — топологическая группа и H — ее 
подгруппа. Обозначим через G/H совокупность всех правых 
смежных классов группы @ по подгруппе H, а через È 
некоторый базис топологической группы G. Пусть U E È. 
Обозначим через (/ множество всех смежных классов XH, 
где x Е U. Совокупность всех множеств (*, где U — npo- 
извольный элемент совокупности È, обозначим через %Х*. 
Доказать, что в G/H можно ввести топологию так, чтобы 
>* была базисом G/H. 

8.4.20.Т.У. Пусть N — нормальный делитель топологиче- 
ской группы G, а G/N — фактор-группа алгебраической группы 
G по нормальному делителю N. Введем в G/N топологию, 
как указано в 8.4.19. Доказать, что G/N будет топологиче- 
ской группой. 

Примечание. Топологическая группа G/N называется 
фактор-группой топологической группы @ по ее нормаль- 
ному делителю N. 

8.4.21.У. Пусть № — нормальный делитель топологиче- 
ской группы G, и пусть G/N — фактор-группа G по нормаль- 
ному делителю №. Рассмотрим естественный гомоморфизм $ 
(см. 2.4.18) алгебраической группы @ на алгебраическую 
группу G/N. Будет ли х непрерывным отображением TONO- 
логического пространства Q на топологическое пространство 
G|N? Будет ли $ открытым отображением G на G/N? Найти 
условие, при котором Y будет топологическим изоморфиз- 
MOM топологической группы G на G/N. 

8.4.22. Пусть } — гомоморфизм топологической группы G 
на топологическую группу GĦ, и пусть N — полный прооб- 
раз единицы е* С @* при гомоморфизме ọ (ядро гомомор- 
физма). Доказать, что М будет нормальным делителем TONO- 
логической группы С. 

8.4.23.У. Пусть g— открытое гомоморфное отображение 
топологической группы G на топологическую группу О* и 
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N — ядро гомоморфизма g (см. 8.4.22). Доказать, что фактор- 
группа G/N (см. 8.4.20) топологически изоморфна топологи- 
ческой группе Q*. 

8.4.24.Т. Пусть G, (С, ..., О, — топологические группы, 
и пусть Н — декартово произведение @Х...Х G, Введем 
в Н операцию умножения, как в прямом произведении алгеб- 
‚раических групп Gy ..., G, (см. 9.6.29). Пусть в H введена 
топология, как указано в 8.3.30. Доказать, что Н является 
топологической группой. 

Примечание. Группу Н называют прямым произведе- 
нием топологических групп Gi, Ga, ..., Gp 

8.4.25.У. Пусть Н — прямое произведение топологических 
групп С, ..., Ga Каждому элементу х, © Q; поставим в 
соответствие элемент f (х,) = (е,..., ел беда) ЕН, 
где e; — единица группы G; (i= 1, ..., п). Доказать, что f 
есть изоморфизм топологической группы G; в топологиче- 
скую группу ЯН. 

8.4.26. Пусть 1 — топологическая группа комплексных 
чисел по сложению (см. 8.4.3), и пусть =АжЖЮ— 
прямое произведение топологических групп вещественных 
чисел (см. 8.4.2). Изоморфны ли топологические группы‘ Z 
ил 

8.4.27. Пусть 2— топологическая группа комплексных 
чисел по сложению (см. 8.4.3), и пусть А — множество всех 
пар вещественных чисел (x, у) таких, что х = 0; 


Обозначим через В множество всех пар вещественных чисел 
вида (x<, 0). 

1) Будут ли множества А и В замкнутыми? 

2) Замкнуто ли множество Å + В? 

8.4.28.Т.У. Пусть @ — топологическая` группа. Доказать, 
что для всякого открытого множества U и всякой точки 
a © U найдется такое открытое множество У, что аЕ Уи 
VE G 

8.4.29.Т.У. Пусть @ — топологическая группа, и пусть 
А — центр алгебраической группы С. Доказать, что А явля- 
ется подгруппой топологической группы G. 

8.4.30. Пусть @ — непрерывная группа преобразований TO- 
пологического пространства Г, и пусть = — произвольный 
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элемент из G. Доказать, что © — топологическое преобра- 
зование пространства Г. 

8.4.31. Пусть @’— совокупность всех обратимых TONO- 
логических преобразований топологического пространства Г. 
Доказать, что С’ образует алгебраическую группу относи- 
тельно действия суперпозиции преобразований. 

8.4.32. Всегда ли произведение двух непрерывных пре- 
образований топологического пространства является непре- 
рывным преобразованием? 

8.4.33. Пусть @ — непрерывная группа преобразований 
топологического пространства Г. Всякая ли подгруппа Н 
группы G является непрерывной группой преобразований npo- 
странства Г? Пусть @— транзитивная группа преобразова- 
ний пространства Г. Всякая ли подгруппа НС. G является 
транзитивной группой преобразований Г? 

8.4.34. Пусть @ — группа всех вращений плоскости D 
вокруг точки О. Введем на плоскости D топологию, как 
указано в 8.4.3. Доказать, что каждый х Е G осуществляет 
топологическое преобразование D. Каждый поворот x € G 
вокруг точки О определяется углом поворота $, поэтому 
естественно писать £= X, Пусть МС. Q; поставим в соот- 


ветствие M множество МС. G следующим образом: будем 
считать, что элемент Xo = Xp, © G тогда и только тогда 


принадлежит М, когда существует последовательность углов 
{Pn} таких, что Ишф,=$ их, Е М (п=Ь 2, ...). 
n -> © 


Доказать, uro G является топологической группой OTHO- 
сительно введенного преобразования множества всех подмно- 
жеств. Является ли G непрерывной группой преобразований 
топологического пространства D? 

8.4.35.У. Пусть Н — множество точек плоскости. Введем 
в H топологию, как указано в 8.4.3. Обозначим через G 
группу всех аффинных преобразований (см. 3.4.27) плоскости’ H. 

1) Доказать, что каждое аффинное преобразование есть 
топологическое преобразование плоскости Н. 

2) Можно ли в С ввести недискретную топологию так, 
чтобы С являлась непрерывной группой преобразований 
плоскости H? 

8.4.36.Т.У. Пусть G — топологическая группа и H — ее под- 
группа. Пусть в множестве G/H правых смежных классов 
топология определена так, как указано в 8.4.19. Определим 
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преобразование х соотношением x ($) = x}, re xE gG, & Е 
Е G/H. Доказать, что @ есть транзитивная непрерывная 
группа преобразований топологического пространства G/H. 

Примечание. Результат сопоставить с введением к $2 
гл. УП. 

8.4.37.Т. Пусть @ — непрерывная транзитивная группа npe- 
образований топологического пространства Г и a — некото- 
рая фиксированная точка из Г. Обозначим через А, мно- 
жество всех х © Q, для которых х (а) = (& С Г). Доказать, 
что А, есть подгруппа топологической группы Q. 

8.4.38.Т.У. Пусть @ — непрерывная группа преобразова- 
ний топологического пространства Г и А, (& Е Г) определено 
так же, как в задаче 8.4.37.’ Доказать, ‘что отображение ф, 
согласно которому Y (E) = А, есть взаимно однозначное OTO- 
бражение множества Г на множество G/A, правых смежных 
классов G по подгруппе А„. Будет ли ф! непрерывным OTO- 
бражением топологического пространства G/A, (см. 8.4.19) 
на пространство Г? 

8.4.39.У. Пусть М — метрическое пространство с огра- 
ниченной метрикой р (см. гл. VII, 8 1). Доказать, что в 
группе преобразований G метрического пространства М можно 
ввести естественную метрику р*. Пусть в М и G введены 
топологии, как указано в 8.3.1, относительно метрик р ир* 
соответственно. Доказать, что @ есть непрерывная группа 
преобразований топологического пространства М. 

8.4.40. Пусть в множестве @ задано некоторое действие, 
относительно которого @ является группой, и операция замы- 
кания, относительно которой @ является топологическим 
пространством, и пусть выполняются следующие два условия: 

1) каждый левый сдвиг G (см. гл. УП, $ 2) является непре- 
рывным преобразованием Q; 

2) преобразование ф такое, что ọ (а) =а ! (a € G), явля- 
ется непрерывным преобразованием G. 

Доказать, что @ является топологической группой. 


$ 5. Упорядоченные группы 


Пусть в множестве элементов группы G определено отноше- 
ние упорядоченности (см. гл. l, $ 3). Если это отношение двусто- 
ронне стабильно (см. гл. l, $ 3), то @ относительно этой упорядо- 
ченности называется упорядоченной группой. В частности, при 
линейной упорядоченности говорят о линейно упорядоченной группе 
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(иногда в литературе термин «упорядоченная группа» применяют 
‚лишь для линейно упорядоченных групп). 

В упорядоченной группе С элемент x E G называется N0AO0- 
жительным, если хе, и отрицательным, если X < e. Множество 
всех положительных элементов С обозначается через GF и назы- 
вается положительной частью G (также полугруппой положи- 
тельных элементов, что связано с 8.5.6). Множество всех отрица- 
тельных элементов обозначается через G и называется отрица- 
тельной частью @ (полугруппой отрицательных элементов). Упо- 
требление приведенных терминов делается естественным при адди- 
тивной записи действия в группе. В этом случае единичный эле- 
мент группы часто называют нулем и обозначают через 0, а обрат- 
ный элемент к элементу х обозначается через — x. Соотношение 
положительности выглядит при такой записи как х > 0. 


8.5.1. Доказать, что в упорядоченной группе С соотно- 
шение х=у имеет место тогда и только тогда, когда 
sye. 

Примечание. Отсюда следует, что задание положи- 
тельной части в упорядоченной группе вполне определяет 
упорядоченность. 

8.5.2. Доказать, что в упорядоченной группе @ соотно- 
шение х=у имеет место тогда и только тогда, когда 
ух = e. 

Примечание. Отсюда следует, что задание отрицатель- 
ной части также вполне определяет упорядоченность. 

8.5.3. Пусть 1 — аддитивная группа комплексных чисел. 
Выяснить, какие из следующих упорядоченностей в группе 
7 будут двусторонне стабильными. Найти для них положи- 
тельную и отрицательную части. 

1) 2—2», если или а >а» или ai= agy но и = 
(а ==а-Н bii, 2 = a + bai); 

2) г; Œ 2a если arg (2. — г.) € [а, В], где a и В — фикси- 
рованные углы, удовлетворяющие соотношению 0 < B — a < т; 

3) r= Zy если а, —=а, 92—65; 

4) г. = Zy если arg 21 >= atg 2 и | 21| = |z]. 

8.5.4. Доказать, что в упорядоченной группе элемент х 
будет отрицательным тогда и только тогда, когда X7! поло- 
жителен. 

8.5.5. Если в упорядоченной группе @ неединичный эле- 
мент х имеет конечный порядок, то он не может быть ни 
положительным, ни отрицательным. Доказать. 

8.5.6.Т. Доказать, что в упорядоченной группе G ee поло- 
жительная часть @" обладает свойствами: 
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а) если x, y & Qt, тои xy E O; 

6) e E G; 

B) если х © Qt, причем х Æ e, то х ! не содержится B QY; 

г) если ХЕ Qt, 2 Е (О, то gtx Е O. 

Примечание. Свойство а) означает, что @* является 
полугруппой. 

8.5.7.Т.У. Пусть Н — подмножество группы Q, удовлетво- 
ряющее условиям: 

а) если x, УСН, тои xy EH; 

6) e € H; 

в) ели x ЕН, причем x Æe, то х! не содержится B H; 

г) если ХЕ H, 2 €Q, то #'х2 ЕН. 

Доказать, что в @ можно ввести такую двусторонне CTA- 
бильную упорядоченность, относительно которой Н будет 
положительной частью группы: H= @*. 
= Примечание. Сопоставить с 8.5.6. 

8.5.8. Пусть в группе G заданы двусторонне стабильные 
упорядоченности р, р,... Положительные части группы G 
относительно этих упорядоченностей суть G, G7, ... Дока- 


зать, что G4 (\ Q (N... является положительной частью HEKO- 
торой двусторонне стабильной упорядоченности T группы G. 
Как связана упорядоченность T с Puy Po ...? 

8.5.9. Доказать, что в упорядоченной группе G ее отри- 
цательная часть G7 обладает свойствами: 

а) если x, yE О, тои хуЕа; 

6) ее С; | | 

в) ели x € С, причем x Æ e, то х! не содержится в @’; 

г) если хе а, 2 ЕО, то #\1хг ЕС. 

Примечание. Результат сопоставить с 8.5.6. 

8.5.10. Доказать, что всякое подмножество группы Q, 
являющееся ее положительной частью при некоторой дву- 
сторонне стабильной упорядоченности р, будет отрицатель- 
ной частью G при некоторой другой двусторонне стабиль- 
ной упорядоченности qT. Как связаны между собою эти две 
упорядоченности? | 

8.5.11. Доказать, что упорядоченность в упорядоченной 
группе G будет линейной тогда и только тогда, когда 


а JO =g 
8.5.12.У. Описать все возможные двусторонне стабильные 
упорядоченности в циклических группах. 
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8.5.13.У. Пусть @ — аддитивная группа всех полиномов 
с действительными коэффициентами, а подмножество Н со- 
стоит из всех полиномов, которые неотрицательны на отрезке 
[0, 1]. Доказать, что Н является положительной частью для 
некоторой двусторонне стабильной упорядоченности р. Для 
следующих элементов: f; (Хх) = x? — 1, fa (х) = м 2, fa (x) = 
= x’ м1, 4 (х) = —1 выяснить, какие их пары 
связаны отношением указанной упорядоченности р. 

8.5.14.У. Пусть @ — множество всех пар вещественных 
чисел. Введем в G действие 


(Xr У) (Хь Уз) = (м. хь е*у, + у»). 


Проверить, что @ является группой относительно указанного 
действия. Доказать, что подмножество Н, состоящее из всех 
элементов (x, у) таких, что или х`>0 или х=0 и y 0, 
является положительной частью для некоторой линейной дву- 
сторонне стабильной упорядоченности. | 

8.5.15. Пусть G есть прямое произведение групп: G= 
= ПО, в каждой из которых задана двусторонне стабиль- 

a ET 
ная упорядоченность. Полагаем x< y в группе Q, если B 
каждом сомножителе G, этого прямого произведения для 
компонент X, и у, элементов х и у (см. 5.6.14) имеет место 
Ха S Ye 

Выяснить, будет ли полученная упорядоченность B G дву- 
сторонне стабильной. 

Пусть упорядоченности во всех G, линейны. Выяснить, 
когда построенная упорядоченность в С будет линейной. 

8.5.16. Пусть G есть свободное произведение групп G= 
= П* G, в каждой из которых задана двусторонне CTA- 

a ET = 
лена упорядоченность. Полагаем x< y в группе Q, если 
х и у можно представить в виде 


Хх = Ka Kag чая Ха 


У — У Ув Е Yap 
Kap Yaj Е G,; Ха; S Ya (=l, 2, ..., n). 
Выяснить, определяет ли это правило упорядоченность B 


О, и если так, то будет ли эта упорядоченность двусторонне 
стабильной. 
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8.5.17. Пусть @ — свободное произведение двух цикли- 
ческих групп (конечных или бесконечных): @=[х]*+ [У]. 
Подмножество Н группы @ состоит из единичного элемента 
e и всех таких элементов, которые можно представить в 
виде 


bò a, b b 
saN aya yS, ya, 


ai +a... -Han > 0. 


Выяснить, когда существует двусторонне стабильная YNO- 
рядоченность в Q, относительно которой H является поло- 
жительной частью: H= G}. 

8.5.18. Выяснить, когда для неединичного элемента х 
коммутативной группы @ найдется такая двусторонне. CTA- 
бильная упорядоченность Q, чтобы имело место хе. 

8.5.19. Доказать, что упорядоченность в бесконечной 
циклической группе G= [x], согласно которой x? = xf имеет 
место при p <q, является двусторонне стабильной. 

8.5.20. Пусть в бесконечной циклической группе G= 
= [|x] задана некоторая двусторонне стабильная упорядо- 
ченность, согласно которой х=х”. Доказать, что тогда 
ХР < x? имеет место тогда и только тогда, когда р =— 4. 

Примечание. Таким образом, соотношение. x< х* 
полностью определяет упорядоченность, рассмотренную в 
8.5.19. 

8.5.21. Пусть в упорядоченной группе для любых двух 
ее элементов существует верхняя граница. Доказать, что 
тогда всякие два элемента обладают и нижней границей. 

Примечание. Упорядоченные группы, обладающие этим 
свойством, называются направленными. 

8.5.22.Т. Пусть @ — направленная упорядоченная группа. 
Доказать, что для каждого х Е G найдутся такие и, vE O, 
noaren E 

8.5.23.T. Пусть в упорядоченной группе @ для всякого 
x Е G всегда найдутся такие и, v & Gt, что x= uv". Jlo- 
казать, YTO G является направленной. 

Примечание. ` Результат сопоставить с результатом 
8.5.22. 

8.5.24. Выяснить, какие из упорядоченных групп, указан- 
ных в задачах 8.5.3, 1), 2) и 8.5.13, являются направлен- 
НЫМИ. 
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8.5.25. Пусть @ — совокупность вещественных матриц вида 


lac 
М=1 9-1 br, 
001 


Доказать, что: 

1) относительно обычного умножения матриц G образует 
группу; 

2) группа @ обладает нетривиальной (отличной от диаго- 
нали) двусторонне стабильной линейной упорядоченностью. 

8.5.26.У. Если абелева группа обладает хотя бы двумя 
различными двусторонне стабильными упорядоченностями, то 
число всех таких упорядоченностей в ней бесконечно. До- 
казать. 

8.5.27. Пусть среди элементов центра группы имеются 
элементы бесконечного порядка. Доказать, что группа обладает 
нетривиальной (см. 8.5.25) двусторонне стабильной упорядо- 
ченностью. | 

8.5.28. Пусть центр группы обладает нетривиальной 
(см. 8.5.25) двусторонне стабильной упорядоченностью. Дока- 
зать, что тогда вся группа обладает нетривиальной двусто- 
ронне стабильной упорядоченностью. 


УКАЗАНИЯ 


Глава 1 


1.2.3. Использовать известный факт, что множество всех простых 
натуральных чисел бесконечно. 

1.2.18. Для каждого Мь взять какое-либо его взаимно однознач- 
ное отображение Yk в множество всех натуральных чисел. Выделить 
в [| М» подмножества М№,, Na, №, ..., для которых хе №, если 

k 


при некотором l имеют место xE M; n ly (x) =k. Каждое № 
конечно (или пусто) n |) Mge = U №. Применить 1.2.17. 
R k 


1.2.19. Представить множество всех рациональных чисел в виде 
объединения его подмножеств Mp (k =1, 2, ...), rae в Mp включаются 


такие рациональные числа. р. (ри а— целые числа), что |р|- 


+ |q |= k. Применить 1.2.17. 1.2.20. Использовать 1.2.2. 
1.2.21. Представить множество всех полиномов с рациональными 
коэффициентами в виде объединения его подмножеств Mpg (k = 


=]. ‘2-38, о). ТА `ПОЛИВОМ Ро хп P1 yn- Е x2r 
Фо qı qn 


In- 
(числа ро, Ру, ..-, Pn Чо» Gis ---, Qa — целые) принадлежит Мь, если 
п n } 
n+ У, leil + У |149 =k. Применить 1.2.17. 
i=0 j=0 


1.2.23. Предположить, что существует отображение ‹ множества 
всех натуральных чисел на множество вещественных чисел г таких, 
что 0<r < 1l. Каждое из этих чисел записать в виде бесконечной 
десятичной дроби: 

$1 =Q, £11812€13 ..., 
$2 ==0, ЕънЕзэе оз ..., 
$3 ==0, Ез1Езаезз ... 


(здесь =;;— знаки 0, 1, 2, 3, 4, 5, 6, 7, 8, 9). Определить число 
г— 0; 1123 ..., TAE че =, если врь 52 S И Е, если эре = 1 
(Е —=1, 2, 3, ...). Убедиться, что при всех т =1, 2, 3, ... имеет 
место MÆFr, что противоречит определению 9. 
1.2.24. Использовать 1.2.16 и 1.2.23. 
1.2.25. Сначала доказать счетность множества всех алгебраиче- 
ских чисел, используя 1.2.17, 1.2.21 и то, что каждый полином имеет 
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лишь конечное количество корней. Затем доказать несчетность мно- 
жеств всех вещественных чисел и всех комплексных чисел, исполь- 
зуя 1.2.16 и 1.2.23. Наконец, доказать несчетность множеств всех 
вещественных трансцендентных чисел и всех трансцендентных чи- 
сел, используя 1.2.16 и 1.2.18. 

1.2.26. Сначала доказать равномощность двух любых отрезков. 
Затем представить каждое из рассматриваемых множеств в виде 
непересекающегося объединения счетного множества отрезков. 

1.2.27. Доказать существование взаимно однозначного отобра- 
жения А в М. Допустить существование взаимно однозначного 
отображения $ множества А на М. Зафиксировать в В два эле- 
мента b, b' E B, 6-26’. Рассмотреть отображение Ф множества А 
в В, согласно которому фа = b, если фа отображает а в элемент, 
отличный от b, и þa = b', если ха отображает а в b. Показать, что 
при всех а С А имеет место фа Æ ва. 

- 1.2.28. Для каждого подмножества № множества М определить 
отображение Yy множества М в множество {1, 0}, полагая gyv = 1, 


если x E N, ифух = 0, если x ¢ № Показать, что множество всех 
9y совпадает с множеством всех отображений М в {1, 0}. Исполь- 


зовать 1.2.15 и 1.2.27. : 

1.3.18. Доказывать индукцией по числу элементов в множестве. 
Выделить в Q один из максимальных элементов T относительно р. 
Пользуясь индуктивным предположением, установить линейную 
упорядоченность с в QN {t} такую, что для любых элементов а и В 
этого множества из а ~ В (р) всегда следует a~ В (o). Исходя из с, 
построить искомую упорядоченность р’в ®. 


Глава П 


2.1.11. Рассмотреть отображение С на H, ставящее в соответ- 
ствие числу г С G число lgr E H. 

2.2.9. Использовать 1.4.[ и 1.4.4. 

2.3.12. Взять пару элементов x E R, y E L и рассмотреть их 
произведение ху. 

2.3.13. Использовать 2.3.12. 

2.3.18. Сначала доказать, что для матриц аи b ранг их произ- 
ведения аб всегда не превосходит наименьшего из рангов матриц а 
и b. Затем доказать, что для двух матриц аи b равного ранга можно 
всегда подобрать такие матрицы х и у, что a= xby. Последнее 
можно доказать, используя элементарные преобразования матриц и 
то, что каждое элементарное преобразование всегда можно осуще- 
ствить путем умножения матрицы слева или справа на специально 
подобранную неособенную матрицу. 

2.4.22. Использовать 2.4.20 и 2.4.21. 

2.5.1. Доказательство проводится по индукции относительно 
п — длины слова х,х. ... Хи. Для данного слова рассматриваются два 
процесса постепенного сокращения длины слова путем последователь- 
ной замены двух каких-либо соседних членов их произведением. 

Пусть первый процесс начинается с замены пары XiXj,ı их про- 
изведением, а второй процесс — с замены пары XjX j}; их произве- 
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дением. Следует рассмотреть порознь два случая. Первый, когда 
1-1 <j, второй, когда i- 1 =. 

2.5.16. Взять какой-либо из элементов а’ таких, что аа’а = а. 
Затем рассмотреть элемент G= a'ad". 

2.5.19. Рассмотреть в А отношение Pı, согласно которому 
x~ у (p:i) (x, УСА), если найдутся такие элементы 4, bEA M 
k, k' € К, что имеет место одно из четырех условий: 

|} -х==айр, y= akh 2) Х=аЕ Уд Эх, УЕ 
I. 

ор в A отношение р», согласно которому X ~ у (Po), 
еслй найдутся такие элементы & = X, &, ..., м bn =Y E A, что 
ti ~N ti (p) 1=1,2,.... п— 1). Доказать, что р, двусторонне ста- 
бильно. Рассмотреть А/о, и естественное отображение А на Ар, 
ставящее в соответствие каждому х Е А тот р.-класс, который CO- 
держит данный X. 

2.5.23. Взять некоторый элемент X конечной полугруппы. Pac- 
смотреть [x]. Использовать 2.5.10. 

26.16. В качестве искомых элементов Yı, ..., Ym взять HEKO- 
торые подходящие степени самого х. Использовать известный из 


теории чисел факт, что для натуральных чисел ki, ka, ..., Rms 
наибольший общий делитель которых есть d, всегда найдутся такие 
целые числа Xis, Xas ..., Xm Что Xiki + Xoko +... ХтЁт == d. 


2.6.21. Использовать 2.6.7, рассматривая произвольную под- 
группу @' группы G= [х],, выделить в ней элемент хе с наимень- 
шим натуральным показателем А. Сравнить С’ с Hp. 

2.6.22. Использовать 2.6.8 и указание к 2.6.2]. 

2.6.23. Использовать 2.6.21 и 2.6.22. 

2.6.24. Использовать 2.6.21 и 2.6.23. 


Глава Ш' 


3.1.26. Использовать 3.1.22 и 3.1.25. 

3.1.31. Если Го < n, то подобрать подстановки $, É так, что Sut = V. 

3.1.34. Использовать 3.1.25 и 3.1.26 и наличие единицы в группе. 

3.1.35. Рассмотреть множество G всех преобразований v, удо- 
влетворяющих условиям: 1) 9а = v тогда и только тогда, когда 
ua = ИЗ; 2) vQ = uQ. Доказать, что @ — группа. 

3.1.37. Использовать 3.1.18. ` 

3.1.38. Доказывать индукцией по рангу преобразования, начи- 
ная сп — 2. 

3.1.39. Использовать тот факт, что преобразование ранга п 
нельзя представить в виде произведения преобразований меньшего 
` ранга. Доказать, что, умножая подстановку ранга п — | на подхо- 
дяще выбранные подстановки ранга п, можно получить любую пру- 
гую подстановку ранга п — 1. 

3.1.40. Использовать указание к предыдущей задаче. 

3.2.6. Использовать 3.2.5. 

3.2.8. Рассмотреть в множестве Q бинарное отношение р, согласно. 
которому (8, a) Ср, если uß= a. Доказать, что существует VE To 


такое, что р=р, и что о— преобразование, обратное для и. 
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3.2.9. Использовать 2: 
3.3.14. Доказать равенство (аа. ... ар) == (a12 p) (аа!) ... (аа). 
3.3.16. Использовать 3.2.23 и 3.2.24. Доказать, что если 


ЕЙ 
"= ( — четная подстановка, то 9(а, ... аи) > 0; если и— 
а... п 


нечетная подстановка, то 9„(а, ... An) < 0. 

3.3.17. Использовать 3.2.25. Каждую четную подстановку умно- 
жить на транспозицию (12). 

3.3.19. Использовать 3.3.5, 3.3.9 и 3.3.14. 

3.3.21. Использовать 3.3.9 и 3.3.19. Доказать, что группа 
[(34), (123) (456)] не более чем тридцатого порядка. 

3.23. Использовать 3.3.19. 

3.3.24. Использовать 3.3.7. 

3.3.26. Использовать 3.3.24 и доказать, что если цва числа 
входят в один цикл в разложении подстановки и на независимые . 
циклы, то они входят в разные циклы в разложении подстановки и’ 
и обратно. 

3.4.13. Использовать 3.4.4. 

3.4.23. Использовать 3.4.4. Рассмотреть в множестве целых 
чисел упорядоченность, согласно которой натуральные числа упо- 
рядочены по величине, а остальные числа несравнимы. 

3.4.27. Ввести систему координат и доказать, что если абсциссы 
точек М,, Ma, М, связаны соотношением Xi < Xa < Xz, то это же 
верно и цля абсцисс их образов. 

3.4.30. Использовать 3.4.6. 

3.4.32. 2) Доказать утверждение для преобразований ранга п — 1 
и провести индукцию по рангу. 

- 3.4.34. Доказать, что 


— эндоморфизм Q и что U не является регулярным элементом. „ 

3.5.25. Использовать предыдущую задачу и тот факт, что для 
каждой пары вершин найцется самосовмещение тетраэдра, перево- 
дящее одну из этих вершин в другую. 

3.5.28. Использовать указание к 3.5.25. 

3.5.29. Использовать предыдущую задачу. Доказать, что только 
тождественная подстановка преобразует в себя каждую из четырех 
диагоналей куба. Рассмотреть множество преобразований диагоналей 
куба, соответствующих всем вращениям куба. 

3.5.32. Использовать указание к 3.5.25. 

3.6.8. Использовать теорему о существовании корней полинома. 

3.6.22. Использовать 3.1.40, 3.3.19. 

3.6.24. См. предыдущую задачу. 

3.6.28. Доказать, что e  — единица А, и использовать 3.6.5. 

3.6.29. Используя свойства обратимости и определения pri, Pro 
для произведения, доказать, что для любых элементов и, V данной 
группы выполняются равенства pry U= pri V, pra U= prU. Затем 
воспользоваться 2.6.1 и 3.6.12. 
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Глава IV 


4.1.1. Использовать 2.6.19. 

4.1.2. Использовать 4.1.1. 

4.1.4. Объединение всевозможных правых смежных классов 
в силу 4.1.3 равно G. Исключить из этого объединения повторяю- 
щиеся классы, т. е. из каждой совокупности равных между собою 
классов оставить лишь один. Применить 4.1.2. 

4.1.9. Использовать 2.6.21. 

4.1.16. Доказать, что Ну и Н2! равны тогда и только тогда, 
когда yH ==2Н. Учесть, что из g= Х:Й следует g t= h ХЕ, 

4.1.20. Использовать 4.1.4 и 4.1.19. Правое разложение @ по Н 
дает разбиение всех п элементов группы на k подмножеств, каждое 
из которых состоит из. т элементов. 

4.1.21. Использовать 4.1.20 и 2.6.9. 

4.1.23. Рассмотреть подмножество (, состоящее из всех эле- 
ментов вица и 9, где и, о С К, и подмножество, состоящее из всех 
элементов вида UVI, где и о E K. 

4.1.26. Провести рассуждения, сходные с теми, при помощи ко- 
торых доказывается возможность правого разложения группы по 
подгруппе (см. 4.1.2, 4.1.3 и 4.1.4). 

4.1.30. Рассмотреть правое разложение H, по D, где D — nepe- 
сечение H, и H, Умножить обе части получающегося равенства 
справа на H. Использовать 2.6.19. 

4.2.10. Использовать 4.1.20 и 4.2.9. 

4.2.24. Для x СК, обозначаем через $, число таких пар эле- 
ментов (у, 2) (Y E Ka 2 С K), что x= yz. Доказать, что $,==$, 
для любых x, х’СК,. Показать, что kak; =А,$, где 8, Для 
любого x Е Ki. 

4.2.26. Рассмотреть произведение (xH ix) Ha. Использовать 
4.1.30 и 4.2.25. 

4.2.27. Использовать 4.1.19, 4.1.30 и 4.2.26. 

4.3.5. Использовать теорему 0б определителе произведения 
матриц. 

4.3,12. Использовать предыдущую задачу. 

4.3.17. Использовать 3.5.5. Доказать, что каждый смежный класс 
по N, отличный от N, состоит из вращений на некоторый угол $ 
вокруг всевозможных точек. 

4.3.25. Рассмотреть разложение S, по группе Клейна. Всем эле- 
ментам класса поставить в соответствие подстановку из этого класса, 
имеющую 4 неподвижной точкой. 

4.3,26. Использовать 4.3.21 и 2.4.18. 

4.3.27. Если $ (21) = (g), то найти ọ (ег!®,). 

4.3.28. Использовать 4.3.27. Рассмотреть следующее отображение 
Y группы С’ в группу G/N: если g' С G', то ọọ (g')=gN — классу 
элементов, отображающихся в 2’ при данном гомоморфизме. 

4.4.1. Рассмотреть равенство, приведенное в конце введения 
к $2 настоящей главы, учитывая следствие 4.2.10. 

4.4.2. Использовав 4.3.29 и 4.4.|, доказать коммутативность 
группы. Рассмотреть произведение двух различных циклических под- 
групп группы и применить 4.1.30, 


# 
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4.4.3. Доказывать по индукции относительно порядка группы. 
Взять произведение всех циклических подгрупп группы, порож- 
даемых элементами, принадлежащими центру. Если среди этих под- 
групп есть подгруппа порядка, делящегося на р, то в ней имеется 
элемент порядка р. Если этого нет, то согласно 4.1.30 порядок центра 
не делится на р. В этом случае, применив равенство, приведенное 
в конце введения к & 2 настоящей главы, получаем, что некоторое ki 
не делится на р. Но k; согласно 4.2.10 есть индекс некоторой соб- 
ственной подгруппы группы. Раз индекс ее не делится на р, то 
по 4.1.20 должен делиться на р ее порядок. По индуктивному Npe- 
положению эта подгруппа обладает элементом порядка р. 

4.4.4. Использовать 4.4.3. 

4.4.5. Использовать 4.1.30 и 4.4.3. 

4.4.6. Доказывать индукцией по порядку группы. Для порядка 
группы рассмотреть равенство, приведенное в конце введения в $ 2 
настоящей главы. Учесть, что согласно 4.2.10 каждое А; >1 есть 
индекс некоторой подгруппы данной группы. Применить резуль- 
тат 4.4.3 к центру данной группы. 

4.4.7. Учесть, что Р является нормальным делителем в своем 
нормализаторе. Учитывая 4.1.30, рассмотреть произведение [х]Р 
для x С №, имеющего порядком некоторую степень числа р. 

4.4.10. Пусть P, и Р, — две силовские р-подгруппы G. Paccmo- 
треть разложение С по паре подгрупп (P, Р.). Для этого разло- 
жения составить равенство 4.2.27. 

4.4.11. Пусть Р — одна из силовских р-подгрупп группы Си 
N — ее нормализатор. Рассмотреть разложение G по паре подгрупп 
(N, P) и связанное с ним равенство 4.2.27. Учесть, что число CH- 
ловских р-подгрупп в силу 4.2.10 и 4.4.10 равно индексу N B G. 
Используя 4.4.7, показать, что в разложении G по (N, P) pasen- 
ство х 1М№х [|] Р=Р имеет место только для одного из классов №хР. 

4.4.12. Использовать 4.4.5 и 4.4.1]. 

4.4.14. Использовать 4.4.11. 

4.4.18. Рассмотреть разложение G по паре подгрупп (P, Н), где 
P — некоторая силовская р-подгруппа G, и связанное с ним равен- 
ство 4.2.27. | 

4.4.19. Показать, что в рассматриваемом случае элементы из 
различных силовских р-подгрупп перестановочны между собою. 
Использовать 4.4.1. Рассмотреть множество всех элементов группы, 
перестановочных с элементами центра одной фиксированной силов- 
ской р-подгруппы. 

4.4.20. Доказать по индукции относительно порядка группы, 
используя 4.3.33, 4.4.1 и 4.4.3. 

4,5.14. Доказать, что каждый тройной цикл в группе Śp AB- 
ляется коммутатором. 

4.5.17. Использовать 4.4.20 и тот факт, что группа порядка р абелева. 

4.5.18. Показать, что в этом случае коммутант принадлежит 
центру. Показать, что кроме элементов из коммутанта группа 
должна обладать и другими элементами четного порядка. 

4.5.19. Использовать 2.2.15. 

4.5.22. Использовать теорему об определителе произведения 
матриц. 25-9 
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Представить матрицу с определителем, равным единице, в виде 
произведений матриц вида 


И С, 


4.6.3. Использовать 4.4.13. 

4.6.5. Использовать 4.5.14 и 4.3.4. 

4.6.6. Предположив разрешимость $, при n =Œ 5, взять последо- 
вательность подгрупп типа 4.6.4. Выделить в ней последний из чле- 
нов Нь, содержащих все тройные циклы. Воспользовавшись 4.5.10, по- 
казать, что тогда и Hp}; должен был бы содержать все тройные циклы. 

4.6.7. Для самбй разрешимой группы @ взять последователь- 
ность подгрупп типа 4.6.4. Для подгруппы FC G рассмотреть 
последовательность пересечений 


ПНВ АНН ИВ. 


4.6.8. Использовать 4.5.20 и 4.6.4. 

4.6.9. Построить для G последовательность подгрупп типа 4.6.4, 
исходя Из соответствующих последовательностей для N и @/М. 
Использовать 4.5.20. 

4.6.13. Использовать 2.6.24 и 4.5.12. 

4.6.14. Использовать 4.5.17. 

4.6.15. Использовать 4.3.7, 4.6.5, 4.6.6, 4.6.7 и 4.6.9. 

4.6.18, 4.6.19. Использовать 4.4.11 и 4.6.3. 

4.6.20. Использовать 4.3.17. 

4.7.4. Использовать 4.6.12 и 4.6.13. 

4.7.8. Используя 4.7.7, доказать по индукции относительно k, 
HO NiCe En | 

4.7.9. Доказать по индукции относительно k, что Hnk Œ Zek- 

4.7.10. Использовать 4.7.8 и 4.7.9. 

4.7.14. Использовать 4.4.1. 

4.7.15. 1) Использовать 4.7.12; 2) использовать 4.7.11; 3) исполь- 
зовать 4.7.12; 4) использовать 4.7.14 и 4.7.4. 

4.7.16. Использовать 4.7.14. 

4.7.21. Использовать 4.7.4. 

4.8.10, 4.8.11. Использовать 4.8.8. 

4.8.20. Подсчитать число элементов в каждом классе сопря- 
женных элементов второго порядка. Использовать 4.2.19. 

4.8.21. Использовать предыдущую задачу. 

4.8.22. Использовать предыдущую задачу. Если х— авто- 
морфизм $, и $ (12) == (aß), $ (13) = (ay), $ (14) = (að), то pac- 


смотреть fy, где 
1234 
а вте/` 


4.8.28. Использовать 3.3.20 и 4.8.3. Найти число порожцающих 
множеств знакопеременной группы А., состоящих каждое из двух 


элементов. 
4.8.31. Использовать 4.3.29 и 4.8.18. 
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4.9.6. Использовать предыдущую задачу. 

_ 4.9.8. Если и не регулярная подстановка, то при некотором k 
степень UF преобразует в себя хотя бы одно число. 

4.9.20. Если О, < G'a G и и@’— правый смежный класс G 
по @’, то доказать, что М = {ивза, ива, ...}, где вр вр... Е @— 
система импримитивности. | 

4.9.21. Пусть (iji), (ija), ..., (Ив) — все транспозиции группы G, 
содержащие число i; Н — группа, порожденная группой G; и этими 
транспозициями. Доказать, что Е <п— [и что HÆG. Исполь- 
зовать 3.3.19 и 4.9.20. 

_ 4.9.22. Использовать 4.9.13 и 4.9.21. 

4.9.26. Если H — интранзитивный нормальный делитель транзи- 
тивной группы С@, то доказать, что совокупность систем интранзи- 
тивности Н является рядом импримитивности G (см. 4.9.3). 

4.9,27. Использовать указание к предыдущей задаче. 

4.9.34. Использовать 4.9.6. 


Глава У 


5.1.5. Доказать, что последние три соотношения являются след- 
ствиями предыдущих. 

5.1.6. Доказать, что соотношение a?= ¢? (см. 5.1.5) не является 
следствием из данного множества соотношений. 

5.1.18. Воспользоваться предыдущей задачей. 

5.1.19. Воспользоваться предыдущей задачей. 

5.1.20. Выяснить, какой вид имеют непосредственные следствия 
из данной совокупности соотношений. 

5.1.24. Использовать 5.1.10. 

5.1.27. Использовать 5.1.26. 

5.2.4. Использовать 5.1.4. 

5.2.7, 5.2.8. Использовать 5.1.19. 

5.2.13. Использовать 5.2.9, 5.2.1] и 5.2.12. 

5.2.21. Доказать, что каждое слово в группе @ можно привести 
к виду cd”, где т, п — целые числа. 

5.2.22. Использовать 5.2.3. 

5.2.23. Учесть, что если г — решение сравнения x? = 1 (mod а), 
то остальными решениями будут r°, Г?, ..., ГР 1. 

5.3.4. Доказать, что множество К можно разбить на два непе- 
ресекающихся равномощных подмножества А,, К. так, что MHO- 
жество всевозможных классов, содержащих k€ K, будет свободным 
порождающим множеством группы F. 

5.3.8. 3) Использовать предыдущую задачу. 

5.3.12. Если К = {a, b, ...} — свободное порождающее множество, 
то и А’ = {ab", b, ...} — свободное порождающее множество при 
любом целом п. 

5.3.13. Доказать утверждение для группы Fg из 5.3.4. 

5.3.17. Использовать 5.3.15 и 5.3.16. 

5.3.19. Использовать 5.3.11 и 5.3.14. 

‚ 6.4/1. Построить свободную группу над К и воспользоваться 
5.3.15. 


С S 
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5.4.3. Для доказательства некоммутативности Gə, G; воспользо- 
ваться 5.1.18, 4.3.35 и найти некоммутативные группы, в которых 
выполняются указанные соотношения. 

5.4.4. Использовать указание к предыдущей задаче. 

5.4.5. Использовать указание к 5.4.3. 

5.4.6. Использовать 5.4.2 и 4.3.35. 

5.4.7. Использовать 5.1.18 и указание к 5.4.3. 

5.4.8. Использовать указание к предыдущей задаче. 


5.4.10. Построить группу пар (х“!, yt). 

5.4.14. Использовать 5.4.12 и 5.4.13. 

5.4.15. Использовать указание к предыдущей задаче. 

5.4.16. Использовать 5.4.13. 

5.4.18. Использовать 5.2.18; доказать, что при любом автомор- 
физме элемент (ab)? переходит в себя. 

5.4.20. Использовать 5.4.19, 5.2.16 и 5.2.17. 

5.4.22. Использовать 5.4.21, 5.2.15 и 5.2.19. 

5.4.23. Использовать 5.4.20 и 5.4.22. 

5.4.24. Использовать 4.4.6, 4.4.1] и 4.4.14. 

5.4.25. Если а— элемент порядка р, а р — элемент порядка q, 
то доказать, что все элементы а, bt ab, b>? ab?, ..., БТ abt 


различны. Доказать, что в G справедливы соотношения a~ ibai = b 
при любом натуральном /. Использовать 4.4.5. 

5.4.26. Использовать предыдущую задачу. 

5.4.27. Использовать 5.4.26, 5.2.22, 5.2.23 и 4.4.14. 

5.4.28. Использовать предыдущую задачу. 

5.4.29. Использовать 5.4.27, 5.4.23 и 4.4.3. 

и Обозначим через $ частичное преобразование $ (2) = 


=—— (220), а через £ частичное преобразование t (z) =z -+ 1. 


ть что элементы $3 и É образуют порождающее MHO- 
жество G. Пусть о — произвольный элемент из @ и V осуществляет 


преобразование v (z) = (2 21—=). Сначала рассмотрим 
случай, когда d =0. Если же 4520, то пусть сперва |6 | =|а4|> 0. 
Показать, что элемент {о осуществляет частичное преобразование 


2 (a-ne) z- (bnd) d 
pot ENEE = 


и что можно рассматривать лишь случай, когда O< |6] = d. Если 
U удовлетворяет новым условиям, то рассмотреть элемент SV. 
Далее, применяя умножение элемента V слева на соответствующие 
степени элемента É и на элемент $, показать, что V выражается 
через элементы $ и É. Рассмотреть элементы иИ= H s. Доказать, 
что G порождается элементами и и s. Показать, что 13 == s? =e и, 
значит, всякий элемент из @ может быть записан в виде произве- 
дения, в котором чередуются элемент $ и элементы U и u’. Mo- 
пустить, что для некоторого элемента из @ эта запись не оцно- 
значна. Показать, что в этом случае имеет место соотношение вида 


8 Е С. Ляпин и др. 
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Q 
su tsu”? ... su È = ê, где все а; принимают значения | n 2. Проведя 
индукцию по k, получить противоречие. 


5.5.24. Рассмотреть совокупность групп Gg (ЕСГ), изоморфных 
с Ч; и не имеющих попарно общих элементов, кроме e, который 
является единицей каждой из них. Рассмотреть совокупность таких 


слов Х!х. ... Xn над М == |) Сь, у которых никакие два соседних 
EET 


хр и Xiu не принадлежат одной и той же группе @.. B мно- 
жестве М рассмотреть действие, состоящее в приписывании двух 
слов над М с последующим перемножением множителей из одной 


и той же G,, если таковые окажутся. 

5.6.5. 4) Воспользоваться 4.4.14. 

5.6.26. Воспользоваться 5.6.25. 

5.6.28. Воспользоваться 5.6.26. 

5.6.29. Воспользоваться 5.6.14. 

5.6.31. Доказать, что существует гомоморфизм G на прямое 
произведение п бесконечных циклических групп (см. 5.6.29). 

5.6.32. Сравнить мощности (гл. l, $ 2) множеств G и множества 
всех последовательностей (Qj, ..., а;,...) (ai E Gi), где лишь конечное 
число а; отлично от единиц групп Gj. 


Глава VI 


6.1.9. Рассмотреть совокупность G, всех элементов G, порядки 


которых являются степенями данного простого числа р, и доказать, 
что Gp — подгруппа, причем, если р, 5= р», то Gg, N Gp =е. 

6.1.27. Воспользоваться 6.1.26. 

6.1.28. Воспользоваться 6.1.24 и 6.1.27. 

6.2.6. Пусть H — подгруппа G, рассматриваемая в предыдущей 
задаче. Доказать, что [Н, а] = [а] x Н= (а. 

6.2.7. Использовать 6.1.9 и 6.2.6. 

6.2.9. Предварительно решить задачу для примарной конечной 
группы. 

6.2.13. Использовать 6.2.12. 

6.3.1. Доказательство провести по индукции относительно числа 
порождающих. 

6.3.2. Доказательство провести по индукции относительно числа 
п=| п, ||... [и |. 

6.3.4. С помощью задачи 6.3.2 найти порождающее множество 
{2.,..., Zk} группы А такое, что порядки Zi, E2, ..., Zk не убывают, 
и такое, что не существует порождающего множества {81,..., 2»}, 
для которого порядок g, равен порядку gi ит. д, HO порядок £; 
больше порядка g; для некоторого i=l, 2, ..., k 

6.3.7. Использовать 6.2.13. 

6.3.8. 6) Выбрать в качестве нового порождающего множества 
а, аа; da, аз; 7) выбрать в качестве нового порождающего MHO- 
жества а,а.; а; 8) выбрать в качестве нового порождающего MHO- 
жества 4,а3а3; аз; аз; 9) выбрать в качестве нового порождающего 
множества 4,4431; аз; а.. 
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6.4.4. Рассмотреть совокупность, составленную из всех элемен- 
тов, входящих в максимальную линейно независимую совокуп- 
ность А, и представителей всех классев, входящих в максимальную 
линейно независимую совокупность GJA. 

6.4.20. Воспользоваться 6.4.15. 

6.4.21. Рассмотреть множество Н всех элементов, линейно зави- 
сящих от элементов из М, и доказать, что Н — сервантная под- 
группа G. Воспользоваться результатом задачи 6.4.20. 

6.4.25. Воспользоваться 6.4.23 и 6.4.24. 

6.4.26, Воспользоваться 6.4.21 и 6.4.25. 


Глава УП 


7.1.18. Рассмотреть множество А’=А|] 2 (2ЕА). Показать, 
что А изоморфно отображается в полугруппу всех преобразова- 
ний А’, для чего рассмотреть отображение х такое, что 


Z, Ag ap, оз» у ЦЕ, оо 5 
а) == aA). 
? ( ) а, аа, аа, вое у ааЕ, .. ; ( E ) 


7.1.20. Использовать представление, данное в указании к 7.1.18. 
7.1.28. Рассмотреть следующее отображение полугруппы А 
в полугруппу С: пусть а, — произвольный фиксированный элемент 
полугруппы А; положим 
0, если аа, = а%; 


la, (0) = f (a £A). 


Доказать, что при всяком Qo С А отображение Ka есть гомоморфизм. 


7.1.29. Воспользоваться предыдущей задачей. 
7.2.2. Использовать предыдущую задачу. 


7.2.10. Рассмотреть подгруппы H, = {(а8*, $8)}, H, = {(а3“, b P), 
где a, В — любые целые числа. 

7.2.13, Если H, = a~t Ha, то рассмотреть отображение $ множества 
смежных классов по подгруппе H, в множество смежных классов 
по подгруппе H, определенное равенством $ (хН,) = ханН.. 

7.2.14. Пусть + — взаимно однозначное отображение множества 
правых смежных классов по подгруппе H, на множество правых 
смежных классов по подгруппе H, удовлетворяющее условию 


ф (u1 (хН,)) = иг? (4 (хН,)). Доказать, что если $ (Н,) =аНь, то 


4 (xH) =хаН, и H, =а\!Н,а. Для доказательства использовать 
тот факт, что gH, = H, тогда и только тогда, когда g EH. 

7.2.17. Использовать 7.2.15. 

7.2.21. Использовать предыдущую задачу. 

7.2.22. Использовать 7.2.21. 

7.2.23. Использовать 7.2.12. 

7.2.27. Использовать 7.2.13, 7.2.14 и показать, что каждое изоморф- 
ное транзитивное представление группы S} по подгруппе четвертого 
порядка несущественно отличается от одного из указанных в 7.2.13. 

7.2.28. Использовать 7.2.14. 

7.2.29. Использовать 7.2.13, 7.2.14, 7.2.27 и 1.2.28. Доказать, что 
кажцое изоморфное транзитивное представление группы $, по под- 


8* 


если Qaa = lo 
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группе четвертого порядка несущественно отличается от одного 
из указанных в 7.2.27. | 
7.2.31. 1) Рассмотреть отображение « множества правых смеж- 
ных классов по подгруппе MH, в множество правых смежных классов 
по подгруппе H, определенное равенством о (2Н,) = +b (2) Ha. 
2) Рассмотреть отображение & образа представления ФН, В образ 
представления y, определенное равенством и) = и. 
7.2.33. Пусть & — изоморфизм образов прецставлений ФН! И ФН» 
а œ — взаимно однозначное соответствие между правыми смежными 
классами по подгруппам H, и Ha. Если а — автоморфизм группы 
С, определенный изоморфизмом & (см. 7.2.32), и если œ (H) =хНЬ», 
то доказать, что а(Н,) =хН.х". Вывести отсюда, что искомый 


автоморфизм Ф опрецеляется равенством Y(g) = х ta(g)x. 
7.3.17. Воспользоваться 7.3.16. 


E 0 À 
7.3.18. Пусть T (x)= a z T go re T, (x) — матрица no- 
2 


рядка M, a Ta (x) — матрица порядка Ma, и пусть G — группа no- 
Em 


рядка n. Рассмотреть матрицу P= 
Ре 


‚где Emn, — единич- 
t 


ные матрицы порядка M, (i=l, 2), а F=} 2 A (x) Tī! (x). 


xEGQ 
7.3.19. Воспользоваться предыдущей а. 
7.3.20, 7.3.21. Воспользоваться 7.3.17. 
7.4.11, 7.4.12. Воспользоваться 7.4.10. 
7.4.13—7.4.16. Воспользоваться 7.4.6 и 7.4.10. 
7.4.18—7.4.20. Воспользоваться 7.4.6, 7.4.10 и 7.4.17. 
7.4.21—7.4.24, 7.4.28, 7.4.34. Воспользоваться 7.4.10 и 7.4.17. 
7.5.7, 7.5.8. Воспользоваться 7.3.2]. 
7.5.10. Воспользоваться 7.4.10 и 7.5.7. 
7.5.14. Воспользоваться 7.5.13. 


Глава УШ 
8.1.1. 3) Воспользоваться неравенством Коши: 


| (У aba Sa) A }). 


8.1.16. Рассмотреть совокупность многочленов с рациональными 
коэффициентами и воспользоваться результатом задачи 1.2.21. 


8.1.17. Ввести в М; метрику следующим образом: 
р (x, У) = sup | x (£) — y (£) | (x, y EM). 
8.1.20. Рассмотреть отображение 
р (x, У), если р (x, у) Sl; 
ред = {№ киев 
|, если p(x, у) > |. 
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8.2.6. Воспользоваться 8.2.5. 

8.2.9. Воспользоваться 8.2.7. 

8.2.16. Предварительно доказать, что множество {р (f(x), 
g (х))} (x€ M) ограничено в метрическом пространстве веществен- 
ных чисел (8.1.1, 2)). Затем воспользоваться известной теоремой 
о существовании точной верхней границы ограниченного сверху 
множества и тем, что эта граница достигается, 

8.2.18, Воспользоваться 8.2.7 и 8.2.16. 

8.2.19. Воспользоваться 8.2.15. 

8.2.23. Воспользоваться 8.1.20. 

8.3.21. Воспользоваться 8.3.18. 

8.3.28, 8.3.29. Воспользоваться 8.3.19. 

8.3.30. Воспользоваться 8.3.21. 

8.4.5. Воспользоваться 8.3.28. 

8.4.11. Пусть &«— иррациональное число; из теории чисел 
известно, что каковы бы ни были положительное число в и веще- 
ственное число d, всегда найдутся такие целые числа т и п, что 
| mı — d —n | < e. Воспользоваться этим результатом для решения 
второй части задачи. 

8.4.12, 8.4.13. Воспользоваться 8.3.19. 

8.4.17. Пусть c E Uf H. Доказать, что существует такое открытое 


множество У, содержащее e, что cV U. Пусть a€ H. Доказать, 
что существует bE H такое, что сфа*ЕсИс- U. Отсюда получить, 
что сфа*СН, и показать, что аСН. 

8.4.19. Воспользоваться 8.3.21, 8.3.19 и 8.4.6. 

8.4.20. Воспользоваться 8.4.19. 

8.4.21. Воспользоваться 8.4.6, 8.3.25 и 8.3.27, 8.3.29. 

8.4.23. Воспользоваться 8.4.21, 8.4.20, 8.3.28 и 8.3.29. 

8.4.25. Воспользоваться 8.3.28 и 8.3.29. 

‚ 8.4.28. Воспользоваться 8.4.5, 8.4.7 и 8.3.19. 

8.4.29. Воспользоваться предыдущей задачей и задачей 8.4.13. 

8.4.35. Ввести на плоскости систему координат и воспользо- 
ваться известной теоремой о том, что формулы, выражающие 
аффинное преобразование в координатах, линейны. 

8.4.36. Воспользоваться 8.4.19 и 8.3.28. 

8.4.38. Рассмотреть отображение g, являющееся результатом 
последовательного применения отображений f и Yt, где f— есте- 
ственное отображение G на множество правых классов G/A, Ioka- 
зать, что f открыто. Показать, что из непрерывности Æ следует He- 
прерывность ф 1. 

° 8.4.39. Воспользоваться 8.2.23. 

8.5.7. Рассмотреть отношение р такое, что x~ y (p) тогда и 
только тогда, когда х ty EH, и доказать, что р —- двусторонне ста- 
бильная упорядоченность. 

8.5.12. Использовать 8.5.5. 

8.5.13, 8.5.14. Использовать 8.5.7. 

8.5.26. Использовать 8.5.1, 8.5.6 и 8.5.7. 


ОТВЕТЫ 


Глава 1 


11. ТЕМ; —2, 16 М; —2, 0,4, 5, ТЕМ о. 


1 Ея 1 | Ea 
T, F EMi; 0, l € M;; 5? y2, = 2, T, FE i, — z vV L 24 


+i M, 1.1.2. x, z. 1.1.3. Три элемента. 1.1.4. M, S М, Œ Му; 

. > Ма; M; Œ М, Œ М.. 1.1.6. 0. 1.1.7. 1) Все вещественные числа; 
2) ©. 1.1.8. Г) Множество всех натуральных чисел; 2) (0; 3) Mpk, 
где А — наименьшее общее кратное чисел пи т; 4) множество всех 
натуральных чисел, отличных от l. 1.1.10. 1) М; 2) Ø. 11/11. 1) А; 
2) М; 3) Q; 4 (| Š; 5) A U Š; 6 A; 71) AUB; 8) AUB; 9 0; 
10) М. 1.1.12. 24; 14. 1.1.13. Имеют место три требуемых разбиения: 
М y М. U М; M, U M;; Me U M, M, Mo U М.. 1.1.14. Обра- 
зует разбиение. 1.1.15. Ø. 1.1.17. 243. 1.1.18. (—1, а, а); (— 1, b, а); 
(—1, с, а); (l, а, а); (l, b, а); (1, с, а). 1.1.19. k,- ka- kg. 1.1.20, Пусть 
т — число элементов М. При т четном оба класса должны состоять 


т 
из — элементов каждый. При т нечетном один класс состоит из 


т — 
элементов, а другой из элементов. 1.2.1. Общее число 


2 
отображений m”, отображения А на В существуют при n= m, 
взаимно однозначные отображения существуют при п < M; -взаимно 
однозначные отображения А на В существуют при п = т, и число 
их равно 1.2.3... п— 1) -п. 1.2.3. Отображений указанного типа С 
на А нет; отображение указанного типа С на В существует. 1.2.4. 175. 
1.2.5. ọ взаимно однозначно; ® (М) состоит из всех натуральных 
чисел, за исключением п чисел: п, nl, ..., 20 — 1. 1.2.6, х взаимно 
однозначно; х (№) ÆN, т. e. ọ является отображением М в N, но не 
на №. 1.2.7. осела и достаточно, чтобы h(x) не принимала 
значений, равных 0, ни при каком значении х. 1.2.8, Отображение 
взаимно однозначно, оно не является отображением множества на 
себя. Неподвижными точками отображения являются все равносто- 
ронние треугольники. 1.2.18. Множество |] Mg конечно тогца и 

R 


только тогда, когда все Mpg конечны и существует такое натураль- 
ное число п, что каждое М; совпадает с одним из Mi, Ma, ..., Mn 
1.2.31. $ должно быть взаимно однозначным, а NN ФА’ бесконеч- 
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ным. 1.3.3. 1) preg={k+1, k-42, ...}, „если 520; pripo = М; 
2) рг. ор = {1, 2,...}; 3) n~ т (в) тогда и только тогда, когда 
п >= т; 4) n~m (в*) тогда и только тогда, когда т < п; 5) n~ т (<) 
тогца и только тогда, когда n< т; 6) n~~ т (<*) тогда и только 


тогда, когда т >> п. 1.3.5. (а, а, ..., ал) ^^ (В, Da, ..., On) (с), если 
а, = b,, а. == а: ==... = ün = l; Ta = l; (Qi, а, ..., ап) ~ (В, ba... 
... у bn) (t), если d šp; E E EE a, ЕВЕ. SA 


1.3.6. 1) Отношение р, симметрично; 2) отношение fp рефлексивно, 
транзитивно и антисимметрично; 3) отношение р, антисимметрично; 
4) отношение р, транзитивно, антисимметрично; 5) отношение р; 
рефлексивно, антисимметрично и транзитивно; 6) отношение су 
рефлексивно, транзитивно, симметрично, антисимметрично. Отно- 
шение с, при kÆ0 обладает только свойством антисимметрич- 
ности. 1.3.11. Вещественные числа аи b находятся в отношении, 
являющемся транзитивным замыканием отношения р, тогда и 
только тогда, когда bœa. Транзитивное замыкание р |) р* равно 
® 1.3.12, 1) 2, ~ 2. (p, [} р*) тогда и только тогда, когда |2, | = |2. |; 

2) o 3) 4; 4) о, 1.3.13, р’ = p U p*. 1.3.14. р’ = p U A. 1.3.15. „—упо- 
рядоченность; ро, Ps, Pa, 65 не являются упорядоченностями. 1.3.16, 
р, — упорядоченность, Po — эквивалентность, р; не является ни YIO- 
рядоченностью, ни — эквивалентностью, p4 — упорядоченность. 
1.3.20. Все конечные линейно упорядоченные множества и беско- 
нечные линейно упорядоченные множества следующих трех вицов: 


а | PA E A A S а, a r a E A 
Tt ME E a E a a T A E <а <а.<...< a ET 


1.3.21. 1) Не является вполне упорядоченным; 2) вполне yno- 
рядочено; 3) не является вполне упорядоченным; 4) не является 
вполне упорядоченным; 5) не является вполне упорядоченным; 
6) вполне упорядочено; 7) не является вполне упорядоченным. 
1.3.22. М — конечное множество. 1.4.1. р? = р; po = o; в? — такое би- 
нарное отношение, что N~ т (o°) при n— m < l; T= o; р, — Ta- 
кое бинарное отношение, YTO N~ т (pp), если п — делитель числа 
т-- А или делитель числа т — А; Льр — такое бинарное отношение, 
что т целится на п — или на n-k; с\, = Ago — такое бинарное 
отношение, что N~ т (odp), если п<т-Р А; Ль\, — такое бинарное 
отношение, что N~ т (\ь^;), если |п—т|=А--[ или |п—т | = 
—1й-— |. 446: R= Арт в Ю; Кое; pG eG Се 2 
Ст—= C; pP есть множество всех комплексных чисел Z таких, что 
|2| =1; Po— множество всех чисел вида bi, где 6 — положитель- 
ное вещественное число; Pt = {— i}. 1.4.9. о (р, [] р.) = {(а, а), 


(b, а)}; вр, [|] ор, =. 1.4.10. о? =; vA = Ао = 9, если Q содержит 
более одного элемента; «А = Ao = D, если © состоит из одного эле- 
мента; A? =o, если © содержит не менее трех элементов; Д* = А, 


если © состоит из двух элементов; Å? = Ç), если © состоит из 
одного элемента. 1.4.11. рр`у==е, если 152] и p? =p; 1.4.12. p? =; 


pp — такое отношение, что P ~ Q (pp), если Q Æ М, pp — такое OTHO- 
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шение, что P~ О (рр), если Р £O; р0*==0; рр*==р. 1.4.13. pA = 
== Ap = p; ®р— такое отношение, что a~ $ (wp), если ВЕ prep; 
p% — такое отношение, что а ~B (pw), если “С prip. 1.4.14. 1) prap = 
= Q; 2) pr, p =Q; 3) pri р = pra p ==; 4) p Ф, 5) ар [|] №5=Ф при 
любых аВС ©. 1.4.15, ==; c? =o; o=o; f(x)~ o (x) (6163) 
тогда и только тогда, когда f (а) < ọ (а) и f(b) => (b); в.в. — такое 
отношение, что f (x) ~o (x) (0293), если f(a) Æ (а) и f (6) £9 (b); 
636. = C303. 1.4.20. Из рефлексивности р, и pa всегда следует рефлек- 
CHBHOCTb 0:02. Для транзитивности, симметричности и антисиммет- 
ричности соответствующий вопрос получает отрицательный ответ. 
1.4.22. ро. является линейной упорядоченностью лишь при р, = P2 
1.4.24. p° n p? рефлексивны, симметричны и транзитивны; о и o? 
рефлексивны, антисимметричны и транзитивны; po; op; opo; pop реф- 
лексивны. 


Глава Il 
2.1.1. 45. | Де ЗЕЕ A 
2.1.2. Е E O 2.1.4. E- h Ре 7 
I| — — — — — E 
A S S e E E 
3| 2 1 =- Bia E 
4 821 c т” 
514321 — 
На местах, гце стоят точки, можно произвольно ставить 2, или 
черточку —. 2.1.5. 1) В N результат действия определен для 


(а, b), если а и b оба четные или оба нечетные; 2) в М результат 
действия определен для любой пары (а, b); 3) в N результат дей- 
ствия опрецелен для любой пары (а, b), в которой а 52. 2.1.8. М и 
M, изоморфны; М, неизоморфно ни с М, ни с М,. 2.1.12. 5. 
2.1.13.. Два подмножества {а, В, 1} и {8, 1, =}. 2.1.15. М изоморфно 
со всяким -своим бесконечным подмножеством. 2.2.1.—2.2.3, 2.2.6. 
См. таблицы на стр. 241—243. 

2.2.7. Неограниченная применимость, ассоциативность. Имеются 
единица действия и нуль. Обратными элементами обладают неосо- 
бенные матрицы. 2.2.8, Неограниченная применимость при любых 
р, 4, г; коммутативность при p= Qq; ассоциативность при р=а==1 
и р=а==0; обратимость слева при р 520; обратимость справа при 
45-0; сократимость слева при 450; сократимость справа при 
pÆ0. 2.2.9. Неограниченная применимость, ассоциативность. 
Имеются единица и нуль. 2.2.10, Неограниченная применимость, 
коммутативность, обратимость слева, обратимость справа, сократи- 
мость слева, сократимость справа. Единицы нет. Нуля нет. Все 
элементы идемпотентны, 2.2.11. Неограниченная применимость, 
обратимость слева, обратимость справа, сократимость слева, сокра- 
тимость справа. 2.2.12. Действие совершается по правилу сложе- 
ния векторов. Выполняются ассоциативность, обратимость слева, 
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Деление 
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Множества Действие ЗА. E = я Я Е E ed Xa F 
z > Е A К: C a aw F) o 
ко Zo оо о 52. xo зо. == 5 а 
зо оо оо = O ® = og S'S Tr 
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Множество | Сложение да да да да да да да да нет 
всех целых | Умножение да да да нет нет | нет нет да да 
чисел Вычитание да нет нет да да да да нет нет 
Деление нет нет | нет нет | нет нет да нет нет 
Множество | Сложение да да да да да да да да нет 
всех рацио-| Умножение да да да нет | нет нет | нет да да 
нальных Вычитание да нет | нет да да да да нет нет 
чисел Деление нет нет | нет | нет | нет | нет да нет нет 
Множество | Сложение да да да | нет | нет | да да нет нет 
всех поло-| Умножение да да да да да да да да нет 
жительных | Вычитание нет нет | нет да нет ца да нет нет 
чисел Деление да нет | нет да да да да нет нет 
Множество | Сложение да да да нет нет да да нет нет 
всех отри- | Умножение нет да да нет | нет да да нет нет 
цательных | Вычитание нет нет нет ца нет да ца нет нет 
чисел ° Деление нет да да нет нет да да нет нет 
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обратимость справа, сократимость слева, сократимость справа. 2.2.13, 
1) Заполнены все клетки таблицы; 2) таблица симметрична OTHO- 
сительно диагонали; 3) в каждом столбце встречаются все элементы; 
4) в каждой строке встречаются все элементы; 5) ни в одном из 
столбцов ни один из элементов не встречается более одного раза; 
6) ни в одной из строк ни один из элементов не встречается более 
одного раза. 2.2.14. Для коммутативности, ассоциативности, сокра- 
тимости слева, сократимости справа. 2.2.16. Действие объединения 
обладает свойствами неограниченной применимости, коммутатив- 
ности, ‘ассоциативности. Действие пересечения обладает теми же 
свойствами. 2.2.17. Всеми основными свойствами, кроме ассоциа- 
тивности. 2,31, ^ЮА=Ай=2А=А; 27=7; РР=Р; PN =N; 
NN =P. 2.3.2. (ММ) М = {а}, М (ММ) = {а, b}. 2.3.7. А — идеал; 
В замкнуто, но не является идеалом; С, замкнуто; С» при п> 1 
не замкнуто; Dn — идеал; Cn [|] Dm пусто при п < т, не замкнуто 
при n= т, n£ 1, замкнуто, но не является идеалом при п = т==1. 
2.3.8. Множество всех вещественных чисел замкнуто, но не является 
идеалом; множество всех чисто мнимых чисел не замкнуто. 
2.3.9. Множество всех неособенных матриц замкнуто, но не является 
идеалом; множество всех особенных матриц — идеал. 2.3.16. T; и To 
являются идеалами; T, T, не является идеалом. 2.3.17. {2} замкнуто 
тогда и только тогда, когда Z идемпотентен; {2} —— левый ицеал, 
когда z есть правый нуль М; {2} — правый идеал, когда Z есть 
левый нуль М; {2} — двусторонний идеал, когда 2 есть нуль М. 
2.3.18. п--1. 2.4.1. х и х; — гомоморфизмы; $. и $. гомоморфиз- 
мами не являются. 2.4.2. 1) Гомоморфизм Yp, отображающий все 
числа из А в 0; 2) гомоморфизм $, определенный равенствами 
Y, (0) =0, y, (r) =1 (г==0); 3) остальные гомоморфизмы устроены 
следующим образом. Пусть множество А’ состоит из — | и всех 
простых натуральных чисел, Р — произвольное непустое подмно- 
жество А’. Гомоморфизм Фр Определен равенствами Фр (0) =0, 


Р-Р в. .--Й 
p ()=1, gp) =(=) tt tth, 


l; l 1 
X< E AT A (Ру, ве Р.Е к. Чу» ...у Чт Е RENE k; ...у ky 
1 ... т— целые числа). 2.4.3. $, и $; — гомоморфизмы; $» TOMO- 
морфизмом не является. 2.4.7. Для любого k= 1, 2, 3, ... отобра- 
жение Qk, согласно которому Yk (57) = 5^7 (п =1, 2, 3, ...), является 
гомоморфизмом. Других гомоморфизмов нет. Все $» являются изо- 
морфизмами. 2.4.10. Необходимо и достаточно, чтобы среци эле- 
ментов М, имелся хотя бы один идемпотент. 2.4.12. a ~b (co), но не 
имеет места аа ~ bb (o). 2.4.13. 1) х, — гомоморфизм, каждый класс 
соответствующего разбиения состоит из всех полиномов с одним и 
тем же старшим коэффициентом; 2) Y —гомоморфизм, каждый 
класс соответствующего разбиения состоит из всех полиномов 
с одним и тем же старшим коэффициентом; 3) $ — гомоморфизм, 
каждый класс соответствующего разбиения состоит из всех поли- 
номов с одинаковыми значениями при x= l; 4) 9. гомоморфизмом 
не является; 5) $y —гомоморфизм, каждый класс соответствующего 
разбиения состоит из всех полиномов с одинаковыми по модулю 
свободными членами; 6) х; — гомоморфизм: при cÆ = | каждый 


№ 
где г=р, Pa Pnr? X 
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класс соответствующего разбиения состоит из всех полиномов 
одной и ТОЙ Же степени, при = | имеется один Класс, содержа- 
щий все полиномы, при с —=— | имеется два класса — один со- 
стойт из всех MOJHHOMOB четной степени и второй из всех поли- 
номов нечетной степени. 


.4.15. 
| R к К 
RERE RE 
КТ В 
В 8. № 
2.4.17. 


MIT) 1 т, МТ т 2 т, МТ, 124 Т, 


а ы МЕ a Ета х 
РР Ее iore 
Ta | Ta Ta To + 41 


Ts | T; T; Ts T; 


2.4.18. ф является изоморфизмом лишь при тождественной экви- 
валентности р. 2.4.21. Всякая эквивалентность, в которой a~ b, и 
всякая эквивалентность, в которой ни а ни b не эквивалентны ни 
с какими другими отличными от них самих элементами. Всего 7. 
2.4.22, 5. 2.5.3. Множество, состоящее из всех простых чисел и 


где п — 
0 р т. 
любое натуральное число; [х, #] — множество всех матриц, имею- 
щих один из следующих видов: 


x 2k 2kn 2k 0 ln 

EF Ва 
где k и n— любые натуральные числа; [у, 2] — множество всех 
матриц, имеющих OHH из следующих видов: 


2k 0 2k 0 Я 
0 SF T7 0 22 /’ 


где k и [— любые натуральные числа; [у, ржи всех 
матриц, имеющих один из следующих видов: 


(om) (в) 


где п— любое натуральное число. 2.5.12. Девять О 
среди них пять идеалов. 2.5.13. (1, р), где p— простое число, и 
(2, 1). 2.5.15. (1, 1), (2, 1), (3, 1). Левым идеалом является всякое 


1 
числа 1. 2.5.4. [x] — множество всех матриц вида 


Tm 
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множество, содержащее 0 и такое, что вместе с а» оно содержит 
всякий элемент bp Правым Идеалом является Всякое множество, 
содержащее 0 и такое, что вместе с åp оно содержит и всякий 
_ элемент bpi. Двусторонним идеалом является всякое множество, 
содержащее 0 и такое, что вместе с а» оно содержит и всякие 
элементы bjp и bpi. 2.5.17. Регулярная полугруппа, в которой pery- 
лярно сопряжены всякие два элемента. 2.5.20. Нормальное подмно- 
жество, являющееся подполугруппой. 2.5.21. Если А = [x], то помимо 
четырех подмножеств, состоящих из одного элемента кажцое, нор- 
мальными подмножествами являются 


i ЖЗ {0,4 {2,4}, 45, хх], {х, №, д, х1}. 


2.6.3. Среди указанных множеств группами являются лишь мно- 
жества: второе, четвертое, пятое и шестое. 2.6.4. М есть множество 
всех матриц вида 

000\ 


0a0 (a £0). 
000 


2.6.6. Порядки соответственно: два, бесконечный, четыре, бес- 
конечный, бесконечный. 2.6,11. 8. 2.6,12. 16. 2.6.24. 1) Единичная 
группа; 2) циклическая группа, порядок которой есть простое 
число; 3) циклическая группа, порядок которой есть квадрат про-. 


стого числа. 2.6.25. 1) {1, — 1, i — i}; 2) fi, SP ARAE я ЕЕ 


отр 2 

Е 
ее 2 ИР р а 

L | НЕ i, i, — i, —10; 4) {2%®, ву, ве, — 248431} (k —0, 


1, 2, ‚..); 5) {< 1)"285"} (В п=0, +142... 04, —1 
{1}, 1248, — 2+2) (6—0, +1, +2, ...), {(—1)"25"} (k, п==0, 
а ГЕЕВ S 
2.6.29. Группа полжна быть периодической. 2.6.33. В коммута- 

тивных группах. 2.6.38. H, не является нормальным делителем G. 
2.6.39. ий Ни 27 Зе НЕ Дек 0 

| Глава Ш 
3.1.2. n nistan] 

w = , ; 


тата 16283845 

2345673 12345673 
и = F w? = 5 

8122282 52782351, 
ар 


ие = [7887137 
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3.1.3. Типы элементов и, V, UV, чи соответственно равны (1,3); (2,2); 
(3,1); (2,1). 3.1.4. 1) Неограниченной примевимостью, ассоциатив- 
ностью; 2) неограниченной применимостью, ассоциативностью; 3) не- 
ограниченной применимостью, ассоциативностью, сократимостью 
слева и справа; 4) неограниченной применимостью, ассоциатив- 
ностью, сократимостью слева и справа, обратимостью слева и 
справа; 5) всеми семью свойствами; 6) неограниченной примени- 
мостью, ассоциативностью, коммутативностью, сократимостью слева 
и справа. 3.1.5. 1) Левыми нулями являются все постоянные; пра- 
вых, а значит, и двусторонних нулей нет; 2) правыми нулями 
являются все функции, принимающие значения из отрезка [0, 1], и 
только они; левых нулей нет; 3) то же, что ив 1); 4) нулей нет. 
3.1.6. Левыми нулями являются преобразования и, (х Е Q), опреде- 
ленные так: и, (&) =a (& € Q), и только они. 3.1.7. 1) Полугруппами 
являются все множества из задачи 3.1.4, из них группами являются 
4), 5); 2) оба множества — полугруппы; 3) 4), 5) — полугруппы; 
6) не является полугруппой. Ни одна из полугрупп, указанных 
в 2) —5), не является группой. 3.1.8. Тип и равен (1,1), тип v pa- 
вен (1,2). 3.1.9. Векторы переноса перпендикулярны данным пря- 
мым, длина каждого равна удвоенному расстоянию между данными 
прямыми, векторы противоположны по знаку. 3.1.11. 1) Все w, ne- 
рестановочны между собой и перестановочны.с V; 2) и перестано- 
вочно только C Wy Wj 3.1.12. 1) ха, =, ха, = ау, и (ха; = ца; 
(a; С 9, 1-1, 3); 2) ха, = а, ха; =а,, и (ха;) Aua (a; 6 911,3). 
3.1.13. 1) Полугруппа [и, 9]; состоит из преобразований вида‘ 


Е--1, если п=< 1-1; 
n—l+k, если n>œ>l-+!l, 


где k, [— любая пара целых неотрицательных чисел; 2) nony- 
группа обладает единственным неприводимым порождающим мно- 
жеством {и, 9}. 3.1.14. 1) Регулярно сопряженные с и: 


23-46 i 
и (k € 9); 


регулярно сопряженные C V: 

1 2 3 оо n t.. я 

u > ® 

VER Ea EESE 
2) и, V регулярно сопряжены друг с другом. 3.1.19. 3) Тождествен- 
ное преобразование является единственным идемпотентом. 3.1.20, 
Подполугруппы — M, M, -M;, правыё идеалы — M,, М», двусторон- 
ний идеал — M, нормальные поцмножества — М,, M, M; 3.1.21. 
Уравнение их =V не разрешимо. Уравнение UX ==о имеет един- 
ственное решение. Уравнение lx =U имеет четыре решения. 
3.1.23. VQ UQ и для каждого В С UQ существует единственный 
aE Q такой, что иа —=В. 3.1.24. Уравнения хи, =9, хи. =V разре- 


шШимы, хи; =U не разрешимо. Первое имеет единственное решение. 
‚ 3.1.25. Уравнение хи=—о разрешимо тогда и только тогда, когда 


mi =] 
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из равенства йа = UÈ (а, ВС Q) следует, что да = 98. Решение един- 
ственно тогда и только тогда, когда кроме этого условия выпол- 
няется еще равенство UQ = Q. 3.1.26. 1) и— взаимно однозначное 
отображение Q в себя; 2) ив =0; 3) для любого a Е uQ выпол- 
няется Ua = 4. 3.1.27. 2) Все элементы Т’— идемпотенты; 3) левым 
идеалом Т’ является всякое подмножество, содержащее их, Vi; 
правыми идеалами являются {ulo}, {V}, {lo Vi}, Г’. 3.1.28. Hop- 
мальные подмножества — 1), 3), 4). 3.1.32. Группами являются 
только M, М.. 3.2.1. 1) В задаче 3.1.2 обратимым является преобра- 
зование и, обратное для него 


12345678 
3415-6782] 


преобразования V, W не являются ни левыми, ни правыми делите- 
лями единицы; 2) в задаче 3.1.14 преобразование u является npa- 
вым делителем единицы, преобразование V является левым дели- 
телем единицы. Оба преобразования необратимы. 3.2.2. fı (x) — обра- 
тимое преобразование при п нечетном, fs (х) — обратимое преобра- 
зование, fa (x), fa (x) необратимы. 3.2.3. Pri Pu = рг. Pu = Q, каждый 
срез состоит из одного элемента. 3.2.5. (uv) t =v uwt. 3.2.6. Еди- 
ницей является тождественное преобразование. Обратным элемен- 
том для преобразования и является обратное преобразование и !. 


во Е РТ: 


для We (c Æ 0), второе условие выполняется DIA V, We (c zÆ 0); 2) для 
всех преобразований задачи 3.1.19 выполняются оба условия; 
3) в задаче 3.1.36 первое условие выполняется для преобразований 
а, с, второе для преобразований а, b, с. 3.2.11. 1) Необратимо; 
2) необратимо; 3) необратимо; 4) we (с Æ 0), ищ, „ — обратимые npe- 
образования, остальные необратимы. 


wz [f =; 


AeA 


. 3.2.10. 1) Первое условие выполняется 


1 #1 n 
üm n (@1, Aay 2) =(ты-т, ее. Белок m: 


m m’ m m?’ 
3.2.12. Z [29]- Ti) 
Ф € 


Ей 


3.2.13. 2) Является группой; 3) преобразования второго по- 


рядка u, v: EFi 
[20] ыы: [iE 
$ (e) ke +L \ ’ зе: E 

(Е) 
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3.2.14. ZET, ll, Ug 1; Иа ll; lg 


u; | и Ш üsu, и; th 
il | Из И: lg Uy Иа из 
и; | ШИ и, щ и Ша 
И, | Пр Ш Ц, Ш щ в 
и; | И; Из U, Из Ug и, 
ив | Ш Ш Щи Ш 


2) и, —единица, lla, и, и. обратны для самих себя. 3.2.16. Н— 
нормальный делитель G, а Н" — подгруппа С. 3.2.18. Обратимы 
1), 3), Ta 3.2.19. Группами являются множества 1), 2), 4). 3.2.20. 24. 


== (> E ue Xa a 
-Vi Е 281 а: Хз Хз]. 

3.3.1. uë = (4865), 9?и = (235846), wzt == (16824)(3175), wz? = 
= (2487356), tzw = (186732)(45). 3. i A a — элемент двенадцатого 


порядка, © — элемент пятого поряд 4. и = (123) (4568), v= 
=S S ‚ 8) (4, 11, 10)(5, 6, 7), ка DODOS. 


Je p itk если i +k п; 
г . 
а4р_п, CECIU [ЕЕ > п, 


при условии, что 0 = k&n. Если k>n n Р=рп г (0<г=<т, 
TO u? = W. 3.3.10. иги 1 == (43251) (23)(26), tw — (B41) (1528) (8641) 
u™5zuř = (82134)(12)(15). 3.3.12. Степени этого цикла и только они. 
3.3.13. Если и, == (а. аазалаь), из == (аватазоа, о), то перестановочными 
с и являются произвецения всевозможных степеней и, H U, 3.3.18. 
Если и == (12)(34), о == (13)(24), w= (14)(23), то получим таблицу: 


ецом 
e e u vw 
u це Фо. 
о U w e u 
w шо ue 


3.3.27. m = 1, 2, 3, 4. 3.4.1. Монотонно возрастающие функции (не 
обязательно строго). 3.4.2. 1) Ни одно из преобразований не являет- 
ся эндоморфизмом; 2) É является эндоморфизмом Q; 3) Z не является 
эндоморфизмом ©; 4) Wp является эндоморфизмом ©. 3.4.3. Преобразо- 
вание Wp сохраняет действие сложения, преобразование É сохраняет 
действие умножения. 3,4.4, Не является. 3.4.13. Не справедливо. 
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20 та 
.4.14. = ; 
3.4.1 a a 


3.4.15. @’ = {1, —1}, единичная подгруппа и сама группа. 3.4.16. 51. 
3.4.17. Группа автоморфизмов состоит из подстановок вида 


R ) 

u = , 

а В y DM 5’ 

где (y, ò, =’) — перестановка чисел 1, 8, e. 3.4.18. Эндоморфизмами 
‚ являются следующие преобразования: 1) все преобразования ранга 1; 


2) все преобразования ранга, большего |, удовлетворяющие усло- 
BHIO Иа = а. 3.4.23. Не справедливо. 3.4.24. Не справедливо. 3.4.27. 


Являются. 3.4.28. и(У 2) = -У 2, и(У 3) =- У 3- 


3.4.32. Е arek РЕ а, 5 
r Ай PUER E SO AN Y 


I: crtat h В A 
lran imh ldt aan. 


рф AN a 


3.5.3. Элементами конечного порядка являются все вращения 
на угол Гл с рациональным г, симметрии и произведения симметрии 
на параллельный перенос на вектор, перпендикулярный оси сим- 
метрии. Элементами второго порядка являются симметрии, враще- 
ния на угол п и указанные выше произведения. 3.5.7. 1) Бесконеч- 
ный; 2) 2; 3) 1. 3.5.8. и 1 входит в А, если и (Ф) =Ф. 3.5.9. Если 
Ф — шар или правильный многогранник, то А является группой. 
Для полуплоскости А группой не является. 3.5.10. Группа всех 
параллельных переносов плоскости. 3.5.12. 1) 1; 2) 2; 3) бесконеч- 
ный. 3.5.13. Œ состоит из параллельных переносов плоскости на 
векторы, параллельные данной прямой, из вращений плоскости на 
угол п вокруг любой точки, лежащей на данной прямой, и из сим- 
метрий плоскости относительно данной прямой и прямых, ей пер- 
пендикулярных. 3.5.14. 1) Группа состоит из вращений ромба вокруг 
центра на углы 0, м и из симметрий относительно диагоналей ромба; 
2) группа восьмого порядка состоит из вращений квадрата вокруг 


— и симметрий относительно диагона- 
лей квадрата и прямых, соединяющих середины противоположных 
сторон; 3) группа состоит из тождественного преобразования и сим- 
метрии относительно высоты треугольника; 4) группа единичная. 
3.5.15. Порядок группы равен и. 3.5.16. Группа порядка 2n состоит из 
2(п— |) сх 
n 

относительно осей симметрии многоугольника. 3.5.17. Группа состоит 
из вращений вокруг общей вершины на углы 0, п и из симметрий 
относительно прямой, на которой лежат диагонали квадратов, и пря- 
мой, перпендикулярной к ней и проходящей через общую вершину 


T 
центра на углы 0, gr № 


T 
вращений вокруг центра на углы 0, а и симметрий 
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' квадратов. 3.5.20. Циклическая группа n-rò порядка. 3.5.21. Только 
для простых cèn п. 3.5.22. 4n. 3.5.25. Группа состоит из вращений. 


25 4 
тетраэдра вокруг высот на углы 0, ==, -5_ вокруг прямых, сое- 


диняющих середины противоположных ребер, на угол т и симмет- 
рий относительно двенадцати плоскостей симметрии тетраэдра. 
3.5.26. Вращения вокруг осей симметрии тетраэдра. 3.5.27. Группа 
шестого порядка состоит из вращений вокруг диагонали куба, про- 


к 4х 
ходящей через вершину А, на углы 0, E e симметрий OTHO- 


сительно плоскостей симметрии куба, проходящих через вершину А. 
3.5.28. 48. 3.5.30. Знакопеременная группа четвертой степени. 3.5.31. 
Группа десятого порядка, состоящая из пяти вращений икосаэдра 


вокруг оси симметрии, проходящей через вершину, на углы 0, 


Е 
нев 
рии икосаэдра, проходящих через точку А. 3.5.33. 1) Вращения на 


27 
5 ? 


и пяти симметрий относительно плоскостей симмет- 


T T - 
-3 » ~g вокруг центров треугольников, образованных сосед- 
ними вершинами Ф, и вращения на угол т вокруг центров ромбов, 
образованных соседними ‘вершинами Ф. 3.5.34. 1) Группа состоит из 


углы 


3n 
i 5» п, ~y- вокруг всевозможных точек C KOOP- 


l), где k, l — произвольные целые числа одина- 


вращений на углы 0 
| 1 
(z Ро 


ковой четности; вращений на угол п вокруг всевозможных точек 


динатами 


кр. 
различной четности; симметрий относительно осей симметрии все- 
возможных квадратов, образованных соседними точками из Ф; napa- 
лельных переносов на векторы, соединяющие любые две точки Ф; 
2) подгруппа состоит из вращений вокруг некоторой точки на углы 


Dea 


| 1 
с координатами |-> А, -= L|, где k, l — произвольные целые числа 


3T 
5, T, g или порождается двумя симметриями относительно 
взаимно перпендикулярных осей. 


9 10 ТУ 28 10 
3.6.2. = (3 S ши. = (1 55}. ши, = (в). =| T 


2) типы и, Ui, 9. соответственно равны (2,1); (4,1); (4,2). 
Е = 1), если В = а; 

: (2, 1), если BÆ a; 

2) тип и. = (1, 1); 3) тип и, = (п, 1). 


вл и1—[ 1234578 _‚ _ (1234578) _, _ [1345678 
не ви 1234578 — A 1345678 


3.6.3. 1) Тип 
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3.6.5. иг! — частично тождественное преобразование, соответ- 
ствующее множеству pru, а и \и— частично тождественное Npe- 
образование, соответствующее множеству ргой. Равенство имеет 
место тогда и только тогда, когда pri и == pra и. 3.6.6. 1) pr; [fA (х)] = 


= (— œ, œ), рг, [№ Хз (Х)] = [7 ‚ где k — любое нечетное число, 


z 
ln pone 


pts Lafa (1 = {0}; 2) prs [7 = (5 r A= 
шее 


Pra ff (х)] = {—1, 1}, ЛьЛа (х) =0, Л.Л (х) =; 3) pra [f С = 


=(—œ, —\V n] UIV n, œ), f} (x) =V x? —n. 3.6.7. 1) Взаимно одно- 
значными являются НВ ВЕ ЖЕЗЛ fo (x); 2) prfr! (x) == (— œ, œ), 


fī’ M= Prafz'! (x) = -3 5, hrr (x)= sin x, piafo! (x) = 
a а 


= |- со, > U (4 : zl ‚ если 6-20; Praf (х) = (— œ, œ), если 
3 -o z i 

ce = 0; fot (x) = n AA T ID) SP Rfi) = e praf, fifi (x) = ег, t. 
3.6.9. u? = 0 e H TE тогда, когда pr, u [) pra u = @; иг — 6 
тогда и только тогда, когда для каждого aE рг, и [|] prou выпол- 
няется условие uag prau. 3.6.10. Только в том случае, если 
pri и, Œ Pra U. 3.6.12. 1) Только тогда, когда pryt Œ prol и для 
aÉ рг.и выполняется и?а == ца; 2) частично тождественные преоб- 
разования и только они. 3.6.13. 1) Если priu =Q; 2) если prat =Q 
и и взаимно однозначно. 3.6.14. 1) Если prau 52 9; 2) если pru =2®. 
3.6.17. Правый срез р по каждому «С® должен состоять не более 
чем из одного элемента. 3.6.18. 1) и— тождественное преобразова- 
ние; 2) pr; U= pr u = М и u? = e y, где М — подмножество ©; 3) если 
ас prau и uaa, то а 4 pr, и. 3.6.23. Если Q — множество всех 
вещественных чисел, то 


Ре Ро: 


—1х — 12 


пар osn 


ным, 2. 


3.6.24. Ю группой не является. 


Глава IV 


6. S, ={е, (12) } U { (13), (123)} U {(23), (132)}. 4.1.7. А 
це. 029) (132)} U {(124), (13) (24), (8207 U 10142), (143), (14) (28) 
U 123%), (134), (12) (34)}. 4.1.8, K= {1, —1} U {i —i} 0944 — 
U {k, —k}. Правое и левое Sae совпадают, так как {= 1} 
является нормальным делителем группы К. 
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4.1.9. G= {e} U {x} U {x} U {x°} U 4} U {x5} U {30 
U {x7} U {x°} U {x°}, 
G= {e, x*} U {x, x°} U {1,7} U {x7, x°} U 4, м} 
Сие; Area A AA а 
Е n E AS AA AE F 
4.1.10. G= K, U K, U Ka, где К, — совокупность всех x”, гце n 
делится на 3; К, — совокупность всех x”, где п при делении на 3 
дает остаток l; К, — совокупность всех X”, где п при делении на 


3 дает остаток 2. Через представителей разложение можно запи- 
сать, например, так: 


а = [в Ох [x"]g U x? [^З]е. 


4.1.11. Разложение G по e является представлением G в виде 
объединения всех одноэлементных подмножеств. Разложение G по 
самой @ состоит из одного смежного класса, равного самой G. 
4.1.14. 1) FFI = (2); 2) (2) 2:6 Н; 3) Х(12) = f(z). 41.18, 81. 
4.1.24. Kı, Kz, К; являются смежными классами; К», K, не являются. 
4.1.25. Указанное множество будет одновременно правым и левым 
смежным классом по подгруппе, состоящей из всех матриц, опре- 
делитель которых равен 1. 


4.1.27. $4 = {е, (123), (132), (12)(34), (134), (234)} U 
U {(12), (23), (13), (34), (1342), (1234)} U 

U {(14), (1423), (1432), (1243), (1324), (24)} U 

U 4(124), (13) (24), (243), (143), (14) (23), (142)}. 


4.1.28, S, = {e, (12)} U {(13), (23), (132), (123)}. 4.2.4. $, = {e} U 
U { (12), (13), (23)} U {(23), (132) }. 4.2.5. К = {1} U {—1} U {i—i} U 
U {4 —Л U {k,—Rk}. 4.2.6. 6. 4.2.8. Нормализатор x представляет собой 
множество всех матриц вида : a (a £0, b 0). Нормализатор 
у— вся группа. Нормализатор z представляет собой множество всех 


а 
матриц вида 6 (a30). 4.2.13. Циклическая группа второго 


порядка. 4.2.14. Нормализатором элемента вида (28--1, т) является 
‚ множество всех элементов вида (2а,0) и вица (2а--1,65), где а, b— 
любые целые числа; число элементов, сопряженных с ним, беско- 
нечно. Нормализатором элемента вида (2k, т), где mÆ 0, является 
множество всех элементов вида (2a, b) (а, 6 — любые целые числа); 
число элементов, сопряженных с ним, равно двум. Нормализатором 
элемента (2k, 0) является вся группа; число элементов, сопряжен- 
ных с ним, равно единице. 


4.2.20. S, = {e} U {(12), (13), (14), (23), (24), (34)} U 
U {(123), (124), (132), (134), (142), (143), (234), (243)} U 
Ц {(1234), (1243), (1324), (1342), (1423), (1432)} U 
Ц {(12) (34), (13)(24), (14) (23)}- 
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4.2.21. А. = {e} U {(123), (134), (142), (243)} U 
A 1020, (132), (143), (234)} U {(12) (34), (13)(24), (14)(23) }. 


2. Сопряженными элементами являются только M, М.. 
4. Е S7 (123), (132)}, $.. 4.3.2. М, порождает S,;, М, порождает 
знакопеременную группу; М з—нормальный делитель. 4.3.3. Является. 
4.3.12. № — единица группы, (xN) = xN. 4.3.14. @]@ — единичная 
группа, @/Е совпадает с группой G. 4.3.32. H, = GIN, Н.={М,хМ}, | 
где | х| =—1, ХСС. 4.3.34. Знакопеременная. группа четвертой сте- 
пени, группа Клейна и подгруппы 


fe, (12)(34), (13)(24), (14)(23), (12), (34), (1423), (1324) }, 
te, (12)(34), (13) (24), (14)(23), (13), (24), (1234), (1432) }, 
te, (12)(34), (13) (24), (14) (23), (23), (14), (1342), (1243)}. 


Нормальными делителями $. являются знакопеременная группа 
и группа Клейна. 4.4.8. 1) Подгруппы, содержащие группу Клейна 
(см. 4.3.34); 2) четыре циклические подгруппы, порожденные трой- 
ными циклами. 


4.4.9. [(х°, уз], s 5), (хо, УЗ Цх, 5), (х°, У, 
[è y), (x°, У [(хт, 5), e, У], e, 5), (x, y). 


4.5.2. Каждый коммутатор равен единице. 4.5.6. (Xi, X2) = (132), 
(Xis хз) = (142), (хь, у) = (12)(34), (Xe, x1) = (123), (хз, x1) = (124), 


(y, х,) = (12)(34). 4.5.7. —1 n 1. 4.5.8. (x, у) = ЕЕ ‚ (у, z)= 
5—3 +9 
(3 >). e=, 5) 
| 1 
Е PARE Е РВ \ 
4.5.9. (и, 9) = О СЛЕ 3 - 
оо 1 а 
3-0 0% 
от а 
0 03 


4.5.10. (x, у) = (а, В, y). 4.5.14. Знакопеременная группа Ах. 
4.5.21. Группа всех параллельных переносов. 4.5.22. Подгруппа мат- 
риц с определителем +1. 4.6.12. Циклические группы простых no- 
рядков. 4.6.15. При п = 1, 2, 3, 4. 4.6.16. Группа разрешима. 4.6.17. 
Группа разрешима. 4.7.2. '|-_ для неединичных абелевых групп; 0— 


для единичной группы. 4.7.3. 1) Sp не являются нильпотентными = 


ни при каком п > 2, $, — нильпотентная класса 0, 5, — нильпотент- 
ная класса 1; 2) нильпотентная группа класса 2; 3) нильпотентная клас- 
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са 2; 4) не является нильпотентной; 5) нильпотентная класса 2. 4.7.6, 
Нижний центральный ряд: H, = H; Ну, 1); (e, —1); (e, k); (e, pti 
H, = {(e, 1); (e, —1)}; H; = e. Верхний центральный ряд: Zo = €; 
T ai (e, —1)}; Z: Te 1); (€, —1); (e, k), (e, —k) ¥}; Z; = H. 4.7.11. 2. 
1) Не является нильпотентной; 2) нильпотентная класса 2; 
o Se является нильпотентной; 4) нильпотентная класса 3. 4.7.17. 
Среди чисел ki, ka, kg, ... должно найтись наибольшее. Оно в этом 
случае и будет классом нильпотентности группы H. 4.7.20. Тогда 
и только тогда, когда среди чисел ki, ka, Rg, ... найдется наиболь- 
шее. 4.8.1. и, — автоморфизм. 4.8.2. tli, и. — автоморфизмы. 4.8.4. 
из, и; — автоморфизмы. 4.8.5. Группа автоморфизмов изоморфна 
симметрической группе S, 4.8.6. Циклическая группа второго по- 
рядка. 4.8.11. 1) Группа автоморфизмов изоморфна группе Клейна 
(см. 3.3.18); 2) группа автоморфизмов является циклической группой 
шестого порядка. 4.8.14. Пусть из = (13), u, = (23), и; = (123); тогда 


а | в В 

ieke а Ив 8 ешши ша 
4.8.15. t =e, ti = (j, —j) (k, —k), = (i, —i) (k, —®). 4.8.16. 

Только тогда, когда она коммутативна. 4.8.17. 4. 4.8.22. 24. 4.8.23, 


o (x+ yi) = (xa 4+- yc) + (xb -+ yd) i, rue (а, b, c, 4) — произвольная 
ea целых чисел такая, что ad — be = +1. 4.8.27. Если Hs 
= (12) (34), и, = (13) (24), и, = (14) (23), то 


‚= > — e tli lo Из — e t Ш Из 
t (12) = Í g4) re 11423) са , É (133) n . 
e и, из и. e и: и; и, 


и 


4.8.28. 24. 4.9.4. С, транзитивна; М, == {1, 2, 3, 4}, М, ={5,-6}— 
системы интранзитивности группы G; M={1, 2 ‚ 3, 4}, М. = {5, 6,7} — 
системы интранзитивности Gz. 4.9.14. М, = {а, y}, M, = {6, 5}. 4.9.15. 
1) А., 54 примитивны; 2) циклические подгруппы четвертого порядка, 
группа Клейна и все подгруппы восьмого порядка, содержащие 
группу Клейна, о SAE E (см. 4.3.34). 4.9.17. Если n— простое 
число. 4.9.18. 1), 2) — транзитивные группы; 1) — примитивная груп- 
па. 4.9.25. Множество Н из предыдущей задачи. 4.9.31. 1) Дважды 
транзитивная группа. 4.9.32. п = 4. 4.9.33. 2. 


Глава У 


6.1.1. Соотношения: tite & =, &=Ы, ЦЕЙ. 5.1.2. Следе 
ствиями остальных являются соотношения: AŤ == а3, a7cb5a3b 1i — аа, 
рсаз = сфа?, азса = а3с, be == cb. 5.1.6. Не является. 5.1.15. 11 СФ 


5.1.16, уе 62 ЛЖ 2) регулярна. 


u и ши 
о VU э -Uu 
uy и uv uv u 
vu оо о vu 
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5.1.20. Не будет, за исключением случая, когда K состоит, "n3 
одного элемента. 5.1.22, 1) a — единственный идемпотент; 2) а, a*cèb”, 
где а=0, |; 8 — произвольное натуральное число; 3) (l, , беско- 
нечные. 5.1.23, (В, E, De (2, 5), (3,5), 6,5), бесконечный; 
G) а, а", где mala g 4. 5.1.97. 1) Полугруппа А регулярна, 
2) регулярно сопряженным с де является 486% (каждый элемент А 
можно записать в виде а°08, где а, В — целые неотрицательные 
числа); 3) А не имеет нетождественных автоморфизмов. 5.3.3. Еди- 
ницей группы является класс, содержащий kọ (k), а обратным для 
класса, содержащего k, является класс, содержащий ф(®). 5.3.8. 
1) 2; 2) бесконечный; 3) 4; H,, Нз— нормальные делители, H, не 
является нормальным делителем. 5.3.9. Свободная группа ранга 1, 
т. е. бесконечная циклическая группа. 5.3.17. 27. 5.4.3. Коммутативна 
только G,. 5.4.5. Группа бесконечного порядка. 5.4.6. Подгруппа [y] 
бесконечна. 5.4.7. и. = и, и; = и., остальные различны. 5.4.8. v, = V14, 
Us =U, = Ug, 9. = V; = V; 5.4.9. 27, где п — число элементов MHO- 
жества К. 5.4.10. 2) fiyhi ax" если e Ey M cmp A 
= (ху!) -1, если e; ==, =0, Mm; =—m, или если в =s], 
м 9. 5.4.14. Элементов конечного порядка и элементов бес- 
конечного порядка бесконечное количество. 5.4.15. Кроме единицы 
элементами конечного порядка являются элемент (х,х. ...хХи) и все, 
элементы, сопряженные с ним. 5.4.18. 1) 12; 2) {е, (а6)*}; 3) группа 
автоморфизмов изоморфна G. 5.4.20. 3. 5.4.23, 5. 5.4.27. Если 
qÆ 1l (mod р), то группа одна — циклическая. Если q = 1 (mod p), 
то группы две — циклическая и группа GP? из задачи 5.2.22. 5.4.28. 


Одна группа порядка 15, две группы порядка 14. 


5.4.29. 
и 123456789 10 


Е 


5.5.1. Разложима. 5.5.2. Свободная группа А разложима в сво- 
бодное произведение тогда и только тогда, когда А не является 
бесконечной циклической группой. 5.5.4. G= G; + G4. 5.5.6. He cy- 
ществует. 5.5.8. Не может. 5.5.9. B @ нет элементов конечного 
порядка, отличных от единицы. 5.5.14. Подгруппы В и С изоморфны 
всегда. 5.5.15. G не является периодической группой. 5.5.17. Никогда. 
5.5.18. Центр равен е. 5.5.19. Не может. 5.5.21. Существует. 5.6.1. 
С является прямым произведением четырех циклических групп nmo- 
рядков 7, 13, Зи 5. 5.6.5. 1) Неразложима; 2) неразложима; 3) He- 
разложима; 4) разложима; 5) неразложима. 5.6.8. еее 
5.6.9. Только одно. 5.6.15. Существуют. 5.6.16. т, ть... ти. 5.6.27. 
Если порядки всех групп G; различны. 5.6.32. Не может. 


Глава У! 


6.1.2. Подгруппа всех корней всех степеней из единицы. 6.1.12. 
Не изоморфны. 6.1.14. Всегда имеет единственное решение. 6.1.16. 
Циклические группы простых порядков и только они. 6.1.17, Не суще- 
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ствует. 6.1.19, 1) Циклическая группа порядка 15; 2) 4; 3) прямое 
произведение четырех бесконечных циклических групп; 4) прямое 
произведение циклической группы порядка 3 и четырех бесконечных 
циклических групп. 6.2.2. 1) Циклические группы порядков 7 и 3; 
2) циклические группы порядков 3, 2 и 5; 3) циклические группы 
порядков 2, 3, 7, 11; 4) циклическая группа порядка 101. 6.2.3. 1) 4; 
2) 2; 3) 2; 4) 2. 6.2.4. Прямое произведение циклических групп 
порядков 2, 3, 5, 7, 11, 13. 6.2.10. 1) 5, 7; 2) 23; 3) 2, 3; 4) 3, 2?, 5; 
5) 23, 2, 2. 6.2.11. Необходимо и достаточно, чтобы G была примар- 
ной относительно р. 6.2.14. р, AS рип. 6.2.15. ptt, TR рип. 6.2.16. 


Циклические группы и абелевы группы с инвариантами р, р. 6.2.17. 
Циклические группы простого порядка. 6.2.18. Не существует. 6.2.19. 
pë — 1. 6.2.20. 1) 10000; 2) существуют подгруппы порядков 25, 10, 
40; не существует подгрупп порядков 31, 27, 120; 3) 2, 2, 5 n 22, 5. 
6.2.21. Не существует. 6.2.22. 11. 6.3.8. 1) Ранг 1, набор инвариан- 
тов 3; 2) бесконечная циклическая группа; 3) ранг 1, набор инва- 
риантов 5; 4) циклическая группа порядка 11; 5) группа без кру- 
чения ранга 2; 6) ранг |, набор инвариантов 3; 7) группа без 
кручения ранга 2; 8) ранг 1, инварианты 3, 3, 2; 9) бесконечная 
циклическая группа. 6,3.9. 1) 2; 2) циклическая группа порядка 10; 
3) прямое произведение двух бесконечных циклических групп; 4) 4; 
5) [а?], [af]. 6.3.10. 1) Существует; 2) существует; 3) не сущест- 
вует; 4) не существует. 6.3.11. Не существуют. 6.3.12. 3; 5. 6.3.14. 
1) 11; 2) 11; 3) существуют. 6.3.15. 40. 6.3.16. 31. 6.3.17. 1) Сущест- 
вуют; 2) не существует. 6.4.9. Не имеет. 6.4.10. Не существует. 6.4.11. 
1) Полная; 2) полная; 3) полная; 4) полная; 5) не является полной. 
6.4.14. Не может. 6.4.16. 1) Всегда; 2) всегда; 3) всегда. 6.4.27. 


Пусть m=p}! ЗА рип, где р; простые, занумерованные в порядке воз- 


растания. Торла 1) (©, о; вы, бд Ш, 9,5 
O бр: 


Глава УП 


7.1.1. Ф1 (=;) = l, фз (zi) = Ug (i sae 1, 2, 3, 4); 


других представлений Q в классе П не существует. 7.1.2. ф не 
является представлением полугруппы А преобразованиями. 7.1.3, 
ф нельзя продолжить до представления полугруппы А 


7.1.8. Ea S E E . 2 
aa) = ( 12 i aa) = ( 11 ) F3 д = ( ро ), 


i=l, 2, 3, 4, 5. l 


Все ẹ; (j= l, 2, 3) несущественно отличаются друг от друга. Среди 
$; (J= 1, 2, 3) нет изоморфных представлений. 7.1.11. 1) Пусть $ — 
представление моногенной полугруппы A= [a] левыми сдвигами; 
тогда 


pa) = 


а а? aè at aè @ а! (а?) а а? aè at ač @ а’ 
а? a? at а aê а’ аз ? ? 52 a? qí а qê а’ a? aqt ? 
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«= (i а? aè at ač af а’ Te a a aè at až aê а’ 

? at a5 a а? aè 04 aj т’ \ 5 98 d 48 ай a atj 

а а? а at ač a a! [9 в в аа 
ф (a°) ; 


ař) = == 
4a) | тата а’. aè 6% 9 аа? g 


ф (a°) = 


нение Ọ не является изоморфным представлением. 
2) А, ={а., а»}. Пусть $, — представление А, левыми сдвигами; 
тогда 


а а? aè at ač a а! 
aè at ař a а’ a at’ 


Фа (4) = | 4 ‚ Фи (a) Te a 


а: Ui 


Представление $, является изоморфным представлением. 3) Обозна- 
чим представление левыми сдвигами А, через Yp; тогда 


а) = (1 ты A, (а) = (1 = и е (а) = (1 fa ai 


аа а аа аа di- A G 
‹ — изоморфное представление Aa 7.1.15. о (x) (у) =х (x, y € M). 
_ 1116. Тождественное преобразование множества М. 7.1.21. А не имеет 


полной системы представлений в П. 7.1.22. Не существует. 7.1.23. 
Бесконечные моногенные полугруппы, моногенные полугруппы, 
имеющие тип (1, d), и только такие. 7.1.24. Только единичная группа. 
7.1.25. Коммутативные полугруппы и только они. 7.1.26. 1) Полугруппы 
с левым сокращением и только они; 2) полугруппы с правым сокра- 
щением и только они; 3) полугруппы с двусторонним сокращением 
и только они. 7.1.29. Коммутативные полугруппы, все ‘элементы 
которых идемпотентны, и только они. 

7.2.4. H, аН, bH, abH Н, аН, ВН, и 


ен (@ =| H Н, abti ее ФН О SR Н.аН 


Представление Фи’ не изоморфное. 


7.2.6. Обозначим представления данных групп левыми сдвигами 
соответственно через Q1, $», $;, $4; тогда 


ПФ (1) =e, şı (— 1) = (l, — !) (i, — i) J, — J) (k, — k), 
фи (i) = (.&-1 БА 
фе 0=а, —5—190, R R) 
TE (Л) =( Л —Ь —Л@ № -—& k), 
91 сер E (1, Sofan j) (i, k, =j; —), 
Pi (k) = (1, k, Ey. 1, —^) (i, Л = = ЛЬ 
$1 (eri k) = (1, —А, re k k) (i, ->j — i, 7; 
2) ‹. (€) — тождественная подстановка, 
Y (а) = (e, а) (b, ab) (фа, aba) (bab, (а5)®), 
a (6) = (e, b) (a, ba) (ab, bab) (aba, (ab)?), 
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_Ф, (ab) = (e, ав, (а6)?, ba) (b, а, aba, bab), 
Y, (ba) = (e, ba, (ab)°, ab) (а, b, bab, aba), 
фо (aba) = (e, aba) (a, ab) (b, (ab)°) (bab, ba), 
Y, (bab) = (e, bab) (a, (ab)°) (b, ba) (ab, aba), 
Y, [(ab)°] = (e, (а8)?) (ab, ba) (b, aba) (a, ba b); 


3) если G — нециклическая группа шестого порядка, то ее 
можно задать так: G= [а, b], где a? = b3 = e, а 'фа = b? и, значит, 
G= {е, а, b, b?, ab, а6*}; ‹,; (г) — тождественная подстановка, 


9s (a) = (e, а) (b, ab) (6°, аб"); $; (В) = (e, b, b?) (а, ab?, ab), 
Ys (b°) = (e, 6", b) (a, ab, аё*); фз (ab) = (e, ab) (b, ab?) (а, b?), 
фз (ab?) = (e, аб?) (a, b) (ab, b?); 


4) если G= {e,a, a?, аз}, TO Q, (г) —тождественная подста- 
новка, 


фа (а) = (e, а, a°, a°); фа (a°) = (e, а?) (а, aè); 


Фа (0) == (e; 86°, а, a). 


7.2.8. Единичная подгруппа. 7.2.18. Аа неизоморф- 
ное. 7.2.24. Представление по поцгруппам {е, а}, {е, р} и предста- 
вление левыми сдвигами. 7.2.26. Не имеет. 


7.2.27. 
1) y| Ho (02 Hp 03 Hn (14) H, 3) H, (34) H, 
Фи; ( = (2) H, H, (84H, (23) H, (14 Н, (13) 3 


Нь (12) H, (13) Нь (14) Н,, (23) Нь (34) H, 
а y (23) H, (13) Нь (12) Нь (34а) Hy (14) Hi)? 
2) 

io) — (Нь (13) Нь (14) Нь (28) Нь (13) (24) Нь (24) H, 
ТН? (12) = Sr (23) Ha, (24) Ha, (13) Ha, (13) (24) Ha, (14) р 


Ho, (13) Ha, (14) Ha (23) Ha, (24) Ha, (13) (24) H3 
l Ha (13) (24) Ha (23) Ha (14) Hao Ha (24) H: ) 


7.2.33. Для коммутативных групп. 7.3.4. Будет. 7.3.5. Не будет. 
7.3.6. Отображение T не может быть продолжено до прецставле- 
ния группы G. 7.3.10. Существует. 7.3.15. Представление T не 
‘является вполне приводимым. 7.4.3. Бесконечная циклическая группа. 
7.4.5. Единичная группа. 7.4.7. Ф (А, В) изоморфно подгруппе всех 
элементов В, порядки которых делят число p”. 7.4.8. Группа эндо- 
морфизмов изоморфна G. 7.4.11. Бесконечная циклическая группа. 
7.4.12. Конечно порожщенная абелева группа без кручения ранга r. 
7.4.13. Циклическая группа порядка 2. 7.4.14. Конечная абелева 
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группа с инвариантами 5", 53, 5, 5, 5. 7.4.15. Конечная группа с инва- 
риантами 7°, 7. 7.4.16. Циклическая группа порядка 5. 7.4.18. 
1) Циклическая группа порядка 5; 2) конечная абелева группа 
с инвариантами 5, 5, 5, 5, 5, 5; 33, 3, 3, 3; 3) циклическая группа 
порядка 2. 7.4.19. 1) Прямое произведение двух бесконечных UHK- 
лических групп и двух циклических порядка 3; 2) циклическая 
группа порядка 3; 3) конечная абелева группа с инвариантами 
17, 17. 7.4.20. 1) Конечная абелева группа с инвариантами 2-5. 9% 
оста a a a T a a a 


2) конечная абелева группа с инвариантами 3, 3, 3, 3, 3, 3, 3, 
35535555055 А 
3) конечно порожденная абелева группа ранга 4 с набором 
йнвариантов 5; 5, 5,5, 5.5,5,56555555 5 В В EE 
3, 1, 1; 


4) прямое произведение сорока девяти бесконечных цикличе- 
ских групп. 

7.4.26. 1) Не может; 2) не может. 

7.4.28. 1) Необходимо и цостаточно, чтобы А была конечной 
циклической группой; 2) необходимо и достаточно, чтобы А была 
бесконечной циклической группой. 7.4.29. Не существует. 7.4.32. Не 
может. 7.4.34. Необходимо и достаточно, чтобы А была или беско- 
нечной циклической группой, или конечной группой, все примарные 
компоненты которой суть циклические группы. 7.5.1. 1) y (€) = 
=2с0$$,--1, 2) x (2) =3, 9(а,)=0, (а) =0, х(а,) = 
д (%0) =l, Taake p ade @Ы0 t Ea 

.5.5. Существует, например, циклическая группа простого порядка p. 
7.5.7. Существует только п характеров 9; (1=1, ..., п) группы 
[а]. Все они описываются следующей формулой: 


yi (a) = (i, k=l, ..., п), 


где &— первообразный корень степени п из 1. 7.5.9. 1) Циклическая 
группа порядка př; 2) конечная абелева группа с инвариантами 3,3; 
3) циклическая группа порядка 10. 7.5.11. Группа характеров изо- 
морфна мультипликативной группе всех комплексных чисел, мо- 
дуль которых равен 1. 7.5.12. Группа характеров изоморфна 
прямому произведению Г групп, каждая из которых изоморфна 
мультипликативной группе всех комплексных чисел, модуль кото- 
рых равен 1. 


Глава УШ 


8.1.1. 1) Метрика; 2) метрика; 3) метрика; 4) метрика; 5) не яв- 
ляется метрикой; 6) не является метрикой; 7) метрика. 8.1.2. 2) Бу- 
дет. 8.1.3. 1) Не всегда; 2) не всегца; 3) не всегца; 4) всегда. 8.1.6. 
а > 0; b =0. 8.1.7. 1) Всегда; 2) никогда; 3) никогда. 8.1.11. Необхо- 
цимым и достаточным условием сходимости последовательности fn 
к функции f в смысле метрики Са, 5} является равномерная сходи- 


СИТО" a aaa 
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мость fn к функции f. 8.1.14, 1) Не полное; 2) полное; 3) полное; 
4) полное. 8.1.17. Можно. 8.1.18. 1) Не компактно; 2) не компактно; 
3) не компактно. 8.2.3. 1) Непрерывно; 2) не является непрерывным; 
3) не является непрерывным; 4) непрерывно; 5) не является непре- 
рывным. 8.2.4. Непрерывными преобразованиями R являются непре- 
рывные функции и только они. Взаимно непрерывными преобразо- 
ваниями являются монотонно убывающие или монотонно возраста- 
ющие непрерывные функции, область изменения которых совпадает 
с R, и только они. 8.2.11. Образует. 8.2.20. Можно. 8.2.22. Нельзя. 
8.3.2. Операциями замыкания являются преобразования из 1), 2). 
8.3.4. 1) Открытое; 2) замкнутое и открытое; 3) замкнутое и OT- 
крытое; 4) замкнутое; 5) замкнутое. 8.3.8. Существует. 8.3.9. Все 
вещественные числа. 8.3.16. Существуют. 8.3.18. Каждое топологи- 
ческое пространство имеет базис. 8.3.21. E является базисом 
R. 8.3.22. 1) У является базисом Re, 2) обе топологии совпадают. 
8.3.23. Непрерывное отображение. 8.3.24. Fi, Fa, Fz, Ра непрерывны, 
F, не является непрерывным отображением. 8.3.25. Всегда. 8.3.31. 
Обе топологии совпадают. 8.3.32. Топологии не совпадают. 8.4.1. 
1) Топологическая группа; 2) топологическая группа. 8.4.2. Тополо- 
гическая группа. 8.4.3. Топологическая группа. 8.4.4. Топологическая 
группа. 8.4.6. Ра, aF, F~! — замкнутые множества. UP,PU, U — ort- 
крытые множества. 8.4.9. Топологическая группа. Топологии, опреде- 
ляемые Ури bo, не совпадают. 8.4.10. С — топологическая подгруп- 
па D. 8.4.11. Ни N — нормальные делители G, множество P замк- 
нуто тогда и только тогда, когда a — рациональное число. 8.4.12. 
Всегда. 8.4.14. Не всегда. 8.4.15. Подгруппами топологической груп- 
пы С будут все алгебраические подгруппы G. Любой алгебраиче- 
ский изоморфизм G на группу С’ будет непрерывным отображением 
G на С’. Не всякий алгебраический изоморфизм G на С’ является 
топологическим изоморфизмом. 8.4.16. R, топологически ` изо- 
морфно К.. 8.4.18. 1) Не является подгруппой; 2) подгруппа, но 
не нормальный делитель; 3) подгруппа, но не нормальный дели- 
тель; 4) нормальный делитель. 8.4.21. Непрерывное, открытое; $ 
является топологическим изоморфизмом тогда и только тогда, 
когда N =e. 8.4.26. Топологическая группа Z топологически изо- 
морфна топологической группе 7’. 8.4.27. Аи В — замкнутые NON- 
множества, А--В не замкнуто. 8.4.32. Всегда. 8.4.33. Всякая под- 
группа Н является непрерывной группой преобразований прост- 
ранства Г. Не всякая подгруппа G является транзитивной группой 
преобразований пространства Г. 8.4.34. Является. 8.4.35. Можно. 8.4.38. 
Отображение 4" непрерывно. 8.5.3. 1) Отношение двусторонне 
стабильно, положительная часть состоит из всех 2=а-- 
таких, что или а>0 или а=0 и 6-0, отрицательная часть 
состоит из всех 2=а--8 таких, что или а<0 или а=0и 
b<0. 2) Отношение двусторонне стабильно; GF состоит из 
всех 2 таких, что argz С [а, В]; @ состоит из всех 2 та- 
ких, что п-- ага: С [а, В]. 3) Отношение двусторонне стабильно; 
G* состоит из всех Z = Q -bi таких, что а=0, 6—0; @` состоит 
из всех Z таких, что а=< 0, b <0. 4) Отношение не является дву- 
сторонне стабильным. 8.5.3. t= р,[) рв [|]... 8.5.10. p= Tt. 8.5.12. 
В конечной циклической группе стабильной упорядоченностью 
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является только диагональ. Пусть G == [x] — бесконечная цикличе- 
ская группа. Пусть-{ == 1, 2, ... Обозначим через р; следующее отноше- 
ние в G:x!~ xë (р;) тогда итолькотогда, когда k —/->0 и делится 
на i. Каждое из р; и ppt является стабильной упорядоченностью в 
G и все стабильные упорядоченности в С исчерпываются отнощше- 
ниями pi, рр: и диагональю. 8.5.13. fe (х) > В (х) > (х > А (Хх). 
8.5.15. Двусторонне стабильна. Упорядоченность будет линейной 
тогда и только тогда, когда в прямом произведении имеется не бо- 
лее одного неединичного сомножителя С... 8.5.16. Двусторонне ста- 
бильная упорядоченность. 8.5.17. Циклическая группа [x] должна 
быть бесконечной. 8.5.18. х имеет бесконечный порядок. 8.5.24. Все 
группы, указанные в задаче, являются направленными. 
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